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über die Benutzung des Supercomputers JUROPA bzw. des Betriebssystems Linux und über ein Groß-

teil der mathematischen und physikalischen Hintergründe dieser Thesis. Mein Dank gilt meinem Betreuer

Sebastian Roesler, der mir neben der Betreuung die Ergebnisse der Windkanalversuche bereitstellte und

Hilfe beim Aufbau von Programmen, die zur Erstellung der Diagramme dieser Arbeit beigetragen haben,

leistete.

i





Kurzfassung

In dieser Thesis werden Möglichkeiten untersucht, aerodynamische Beiwerte von Brücken oder brückenähn-

lichen Körpern durch numerische Strömungssimulationen zu bestimmen. Zur Analyse dieser Möglichkei-

ten werden Simulationen von Strömungen um einen Rechteckquerschnitt mit dem Verhältnis von Breite

zu Höhe von 1:8 und um einen Modellquerschnitt der Tacoma-Narrows-Brigde mit Hilfe der Software

OpenFOAM erstellt. Weiterhin wird das Verhalten der virtuellen Strömung bei Neigung der Körper

gegenüber der Horizontalen studiert. Zur Modellierung der turbulenten Strukturen der Strömung werden

sowohl RANS- als auch LES-Modelle verwendet.

Die resultierenden aerodynamischen Beiwerte der Modellierungen werden mit Wasser- bzw. Windkanal-

versuchen verglichen und Qualitäten, Grenzen sowie Probleme der Modellierungen herausgearbeitet. Die

für die numerische Simulation notwendigen physikalischen und mathematischen Hintergründe werden

dargestellt und erläutert.

Im Gegensatz zum RANS-Modell reproduziert das LES-Modell die aerodynamischen Beiwerte der Strömun-

gen im Experiment um die nicht geneigten Körper mit geringen Abweichungen. Bei Neigung der betrach-

teten Körper unterscheiden sich die in LES-Simulation und Experiment bestimmten Beiwerte teilweise

erheblich. Das lässt darauf schließen, dass auch das LES-Modell Phänomene bei der Strömung um ge-

neigte brückenähnliche Körper nicht in ausreichendem Maße wiedergeben kann.
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Abstract

In this thesis the possibilies to determine aerodynamical coefficients of brigde-like bodies by using nume-

rical simulations are investigated. For this purpose numerical simulations of flows around a rectangular

cylinder with a width to height ratio of 8:1 and around a model of the Tacoma-Narrows-Brigde (1940)

have been carried out. The simulations were build up with the use of the software OpenFOAM. Additio-

nally, the behaviour of flows around the bodies inclined in reference to the horizontal axis are explored.

For the sake of modelling the turbulence in the flows each a RANS- and a LES-modell are used.

Regarding the aerodynamical coefficients the simulations were compared to experimental data inter alia

measured in wind tunnel tests. Concerning the reproduction of the coefficients the limits and possibilies

of the models are described.

Further more the physical and mathematical background of the numerical simulations is shown.

The comparison of the simulations and experiments indicates the missing quality of the RANS-model

concerning the reproduction of the aerodynamical coefficients. The coefficients of the LES-simulation

agree approximately with the experimental data regarding simulations of flows around considered bodies

which are not inclined. However, while comparing the results of flows around inclined bodies unacceptable

weaknesses of the LES-model are discovered.
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Variablenverzeichnis

Variable Definition Einheit

a Beschleunigung kg·m
s2

Aref Bezugsfläche eines Körpers in einer Strömung m2

ax Beschleunigung in x-Richtung kg·m
s2

CFL Courant-Friedrichs-Lewy-Zahl dimensionslos

cl Auftriebskoeffizient dimensionslos

cm Momentenkoeffizient dimensionslos

Cµ Modellparameter (k-ε-Modell) dimensionslos

Cs Smagorinsky-Konstante dimensionslos

cd Widerstandskoeffizient dimensionslos

D Zylinderdurchmesser m

∆t Zeitschrittweite s

Dx Resultierende horizontale Kraft an einem umströmten Körper N

∆x′ Filterweite m

E Energie J

ε Dissipationsrate m2

s3

fw Ablösefrequenz der Wirbel Hz

vii



Variable Definition Einheit

k Turbulente kinetische Energie m2

s2

Lk Kolmogorov-Länge m

lref Bezugslänge eines Körpers in einer Strömung m

Lz Resultierende vertikale Kraft an einem umströmten Körper N

M Mach-Zahl dimensionslos

m Masse kg

µ Dynamische Viskosität kg
m·s

µt Turbulente Viskosität kg
m·s

Mα Resultierendes Moment um den Schwerp. eines umstr. Körpers Nm

ν Kinematische Viskosität m2

s

νsgs Wirbelviskosität (LES) m2

s

p Druck kg
m·s2

φ Strömungsgröße verschiedene

p′ Druckkorrektor kg
m·s2

q Staudruck kg
m·s2

R Rand eines Gebiets m2

ρ Dichte des Fluids kg
m3

Re Reynolds-Zahl dimensionslos
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Variable Definition Einheit

S Strouhal-Zahl dimensionslos

T Temperatur eines Fluids K

τ Schubspannung N
m2

τxx Normalspannung am Kontrollvolumen N
m2

τxy Schubspannung am Kontrollvolumen N
m2

τxz Schubspannung am Kontrollvolumen N
m2

τRe Reynolds-Spannung kg
m·s2

τsgs Feinstrukturspannungen N
m2

Tw Periode einer Wirbelablösung s

~u Geschwindigkeit der Strömung m/s

u∞ Geschwindigkeit der Strömung am Einlass m/s

u+ Normierte Strömungsgeschwindigkeit dimensionslos

us Schallgeschwindigkeit in der Luft m/s

~uw Wirbelgeschwindigkeit m/s

V Volumen m3

y+ Normierter Wandabstand dimensionslos
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3.1 Massenerhaltung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.2 Impulserhaltung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.3 Randbedingungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

xi



Inhaltsverzeichnis

4 Lösung der Navier-Stokes-Gleichungen 23

4.1 Analytische Lösung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4.2 Numerische Lösung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4.2.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4.2.2 Numerische Gitter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.2.3 Diskretisierungsmethoden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5 Finite-Volumen-Methode (FVM) 29

5.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

5.2 Anwendung der FVM auf Diff.-gleichung 1. Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

5.3 Anwendung der FVM auf Diff.-gleichung 2. Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5.4 Randbedingungen bei Verwendung der FVM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

6 Lösung algebraischer Gleichungssysteme 35
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7.3 Prädiktor-Korrektor-Methoden (PKM) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

7.4 Runge-Kutta-Methoden (RKM) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

8 Die SIMPLE-Methode 43

9 Turbulente Strömungen 45
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11.1 Umströmung des Kreiszylinders mit OpenFOAM (Re=100) . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

11.1.1 Geometrie des Szenarios und Netzgenerierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

11.1.2 Simulationsergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

11.1.3 Kraftkoeffizienten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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12.1 Vorüberlegung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

12.2 Geometrie des Szenarios und Netzgenerierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

12.3 Simulationsergebnisse der RANS-Simulationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

12.4 Ergebnisse der LES-Simulationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

12.5 Vergleich der Resultate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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13 Umströmung der Tacoma-Narrows-Brigde 91

13.1 Messung im Windkanal der Ruhr-Universität-Bochum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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13.10 Kraftgrößenkoeffizienten der Strömungen um die geneigte Tacoma-Narrows-Brigde a) Nei-

gung um 10◦ b) Neigung um 5◦. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

13.11 Vergleich der Kraftkoeffizienten der Tacoma-Narrows-Brigde. . . . . . . . . . . . . . . . . 103

A.1 Kraftkoeffizienten des geneigten Rechtecks. a) Neigung um -10◦

b) Neigung um -5◦. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

A.2 Kraftkoeffizienten des geneigten Rechtecks. a) Neigung um -2,5◦

b) Neigung um 0◦. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

A.3 Kraftkoeffizienten des geneigten Rechtecks. a) Neigung um 2,5◦

b) Neigung um 5◦. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

A.4 Kraftkoeffizienten des geneigten Rechtecks. Neigung um 10◦. . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

A.5 Kraftkoeffizienten des geneigten Brückenquerschnitts. a) Neigung um -10◦

b) Neigung um -7,5◦. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

A.6 Kraftkoeffizienten des geneigten Brückenquerschnitts. a) Neigung um -5◦

b) Neigung um -2,5◦. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

A.7 Kraftkoeffizienten des geneigten Brückenquerschnitts. a) Neigung um 0◦

b) Neigung um 2,5◦. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

A.8 Kraftkoeffizienten des geneigten Brückenquerschnitts. a) Neigung um 5◦

b) Neigung um 7,5◦. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

A.9 Kraftkoeffizienten des geneigten Brückenquerschnitts. Neigung um 10◦. . . . . . . . . . . . 121

C.1 Das im Windkanal eingesetzte Modell der Tacoma-Narrows-Bridge. Angaben in [mm].

Quelle: [31]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

xvii





Tabellenverzeichnis

11.1 Randbedingungen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

11.2 Anfangsbedingungen des inneren Netzes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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1 Einleitung

1.1 Was sind Strömungen bzw. Fluide?

In der Strömungslehre werden gasförmige, sowie flüssige Stoffe oder Stoffgemische als Fluide bezeichnet.

Fluide zeichnen sich im Gegensatz zu Festkörpern dadurch aus, dass ihre Molekularstruktur einer von

außen aufgebrachten Scherkraft nur geringfügigen Widerstand leistet.

D. h., sie besitzen eine endliche Zähigkeit (Viskosität). Trotz der vielen offensichtlichen Unterschiede zwi-

schen Gasen und Flüssigkeiten bewegen sich beide nach den gleichen Gesetzmäßigkeiten. Ihre Bewegung

unterscheidet sich daher nur quantitativ, jedoch nicht qualitativ [3].

Die Bewegungen der Fluide werden Strömungen genannt. Die Ursache, die zur Entstehung von Strömun-

gen führt, sind äußere Kräfte. Zu diesen gehören u. a. Kräfte, die durch Druckdifferenzen entstehen,

Scherkräfte zwischen Fluiden oder Festkörpern und Fluiden oder die Gewichtskraft. Hinsichtlich der

Kräfte differenziert man zwischen Oberflächenkräften (u. a. Scherkräfte) und Volumenkräften (u. a. die

Gewichtskraft) [3].

Die Eigenschaften von Strömungen (u. a. Geschwindigkeit, Druck und Temperatur) sind abhängig von der

Geometrie des Strömungsfelds, den von außen angreifenden Kräften und den Eigenschaften des strömen-

den Fluids (u. a. Dichte und Viskosität). Dabei können die Eigenschaften der Strömung wiederum Einfluss

auf die Eigenschaften der Fluide nehmen [3].

Strömungen verschiedenster Arten sind in der Natur zu beobachten. Dazu gehören Wasserströmungen

von Flüssen, Bächen und Ozeanen, Strömungen von Flüssigkeiten in Rohren, beispielsweise in einem

Otto-Motor, Strömungen der Blutkörper im Blutkreislauf von Lebewesen, Rauchgasströmungen infolge

von Bränden und viele viele weitere. In dieser Arbeit werden natürlich entstandene Windströmungen und

ihre Auswirkung auf unbewegliche, starre Körper analysiert. Diese entstehen infolge eines Druckgradien-

ten zwischen Luftmassen hohen bzw. niedrigen Drucks [29]. Insbesondere filigrane, schlanke Bauwerke,

wie z. B. weitgespannte Brücken, Schornsteine oder auch Sendemasten, verlangen eine detaillierte Unter-

suchung der Windströmungen, die diese beanspruchen. Die exakten Eigenschaften dieser Strömung, die

Eigenschaften des strömenden Fluids, die mathematische Beschreibung der Strömung sowie die Auswir-

kung der Strömung auf bestimmte sich in der Strömung befindenden Körper werden in den folgenden

Kapiteln erörtert.

1.2 Was ist numerische Strömungsmechanik?

Strömungsmechanik (Computional-Fluid-Dynamics / CFD) umfasst die physikalische Betrachtung von

Strömungen aller Art. Dazu gehört auch ihre mathematische Beschreibung. In vielen Fällen ist die ma-

thematische Darstellung des Verhaltens der Strömungen zwar über Differentialgleichungen möglich, die
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1 Einleitung

(a)

(b)

Abbildung 1.1: a) Verwirbelte Luft- und Wasserdampfströme des Islandtiefs. Aufgenommen am 4. Sep-
tember 2003 vom Aqua-Satelliten. Quelle: [35] b) Kelvin-Helmholtz-Wirbel in der Atmo-
sphäre hinter dem Monte Duval, Australien. Quelle: [37]
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1.3 Ziel dieser Thesis

analytische Lösung der Gleichungen oder ggf. eines Gleichungssystems ist jedoch in der Regel unbekannt.

Es existieren Möglichkeiten die Differentialgleichungen zu vereinfachen, indem bestimmte Eigenschaften

(z. B. Reibung an Körpern) der Strömung vernachlässigt werden. Im Allgemeinen sind diese Vereinfa-

chungen nicht tragbar, schließen sie doch fundamentale Phänomene der betrachteten Strömung aus [3],

[1]. Eine andere Möglichkeit besteht darin, die Differentialgleichungen, die das Verhalten der Strömung

beschreiben, numerisch zu lösen. Dazu wird eine Gleichung oder ggf. ein Gleichungssystem von Differenti-

algleichungen durch Anwendung von Approximationen in ein algebraisches Gleichungssystem umgeformt.

Die Lösung des algebraischen Gleichungssystems bietet dann eine Approximation der Strömungsgrößen

an diskreten Stellen des Strömungsfelds bzw. zu diskreten Zeitpunkten der Strömung. Das entstandene

algebraische Gleichungssystem beinhaltet ein Vielzahl von Gleichungen und Unbekannten. Es ist daher

praktisch nur mit Hilfe eines Rechners lösbar.

Die notwendigen Verfahren und Schritte von der Herleitung der Differentialgleichungen bis zur Lösung

des algebraischen Gleichungssystems sind in den Kapiteln 3 - 7 dargestellt. Eine Alternative zur theo-

retischen Analyse von Strömung ist die rein experimentelle Untersuchung dieser. Experimente wurden

und werden sinnvollerweise zur Erforschung von Strömungsproblemen ausgeführt. Sie beinhalten jedoch

gegenüber der theoretischen Analyse gewisse Nachteile. Versuche zu bestimmten Strömungsproblemen

sind nur mit großem Aufwand oder gar nicht durchführbar, da sich beispielsweise die Strömung in einem

extrem kleinen Maßstab abspielt oder die Strömung durch Messgeräte nicht erreichbar ist. Weiterhin

können Experimente fehlerbehaftet sein, u. a. da die Messinstrumente die Strömung beeinflussen. Auch

Laborversuche bieten in den meisten Fällen nur globale Aussagen, z. B. über den Widerstand eines

Körpers im Strömungsfeld. Numerische Modellierungen versprechen dagegen auch Aussagen über Details

einer Strömung, z. B. ein lokales Druck- oder Geschwindigkeitsmaximum. Numerische Modellierungen

sind folglich ein lohnendes Ziel, obwohl sie mit einer Vielzahl von Problemen, u. a. einem hohen Rechen-

aufwand, verbunden sind [3].

1.3 Ziel dieser Thesis

Die Untersuchung des aerodynamischen (und aeroelastischen) Verhaltens von schlanken Bauteilen, wie

beispielsweise weitgespannten Brücken oder hohen Türmen, ist auf dem heutigen Stand fester Bestand-

teil der Tragwerksbemessung dieser Bauwerke. Diese Untersuchungen wurden bisher in der Regel durch

Modellversuche im Windkanal ausgeführt.

Ziel der Thesis ist die Erörterung der Frage, ob und in wie fern numerische Modellierungen die aero-

dynamischen Beanspruchungen auf starre, unbewegliche Brücken- oder brückenähnliche Körper durch

Windströmungen reproduzieren können. Um die Qualität der numerischen Simulationen einordnen zu

können, werden resultierende Kräfte und Momente, die auf einen Körper infolge der Strömung wirken,

untersucht.

Zur Vergleichbarkeit von Simulationen und Experimenten werden die oben genannten Kräfte und Mo-

mente üblicherweise normiert. Die durch die Normierung entstandenen dimensionslosen Größen werden

Kraftgrößenkoeffizienten oder Kraftgrößenbeiwerte genannt. Zu diesen gehören der Widerstandskoeffizi-

ent cd, der Auftriebskoeffizient cl und der Momentenkoeffizient cm. Diese werden wie folgt bestimmt [3],

[51], [31], [49], [29].
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1 Einleitung

Abbildung 1.2: Aerodynamische Kräfte in einem strömungsfesten Koordinatensystem. Quelle: [51]

Infolge der Strömung erfährt der umströmte Querschnitt Normal- und Schubspannungen an den Grenzen

zwischen Körper und Strömung. Integriert man die Spannungen über die der Strömung ausgesetzten

Fläche des Körpers, erhält man eine resultierende Kraft und ihre Wirkungsrichtung. Diese lässt sich bei

ebener Betrachtung (s. Abb. 1.2) der Strömung in eine horizontale1 Komponente Dx und in eine vertikale

Komponente Lz teilen. Integriert man das Produkt aus Spannung und Hebelarm der Spannung (Abstand

vom Schwerpunkt des Körpers), erhält man das resultierende Moment Mα um die (ebene) Schwerpunkt-

sachse des Körpers.

Die Normierung der Kräfte erfolgt durch Division dieser durch das Produkt von Staudruck2

q =
1

2
· ρ · u2

∞ (1.1)

und einer Bezugsfläche Aref . Zur Normierung des Momentes wird eine zusätzliche Division durch eine

Bezugslänge lref vorgenommen. Die Definitionen der Kraftgrößenbeiwerte lauten folglich

cd =
Dx

1
2 · ρ · u2

∞ ·Aref
, (1.2)

cl =
Lz

1
2 · ρ · u2

∞ ·Aref
, (1.3)

cm =
Mα

1
2 · ρ · u2

∞ ·Aref · lref
. (1.4)

Bisher wurden die Kraftgrößenbeiwerte durch Modellversuche im Windkanal bestimmt. Da diese Versuche

jedoch aufwändig und kostenintensiv sind, werden in dieser Thesis die Möglichkeiten analysiert, die

Kraftgrößenbeiwerte mit Hilfe einer numerischen Simulation zu berechnen. Dazu werden verschiedene

Modellierungsmöglichkeiten erörtert und ihre Qualitäten bzw. Grenzen dargestellt.

1Die Kräfte werden in dieser Thesis ausnahmslos in Bezug auf ein strömungsfestes Koordinatensystem berechnet
2u∞ ist die noch nicht durch den Körper beeinflusste Strömungsgeschwindigkeit. ρ bezeichnet die Dichte des strömenden

Fluids
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2 Fluide und ihre Eigenschaften

2.1 Allgemeines

Bevor mathematische und physikalische Hintergründe erörtert werden, gilt es zu klären, um welche Art

von Strömung es sich bei Windumströmungen von Bauwerken handelt und welche Fluide hier strömen.

In Abhängigkeit von der Art der Strömung müssen die klassischen Erhaltungsgleichungen (Kontinuitäts-

gleichung, Impulsgleichungen) (s. Kap. 3), die eine Strömung beschreiben, erweitert werden oder können

vereinfacht werden. Bei Strömungen wird hauptsächlich unterschieden zwischen [1]:

1. Einphasenströmungen - Mehrphasenströmungen

2. Inkompressible - kompressible Strömungen

3. Strömungen von newtonschen - nichtnewtonschen Fluiden

4. Isotherme - nicht isotherme Strömungen

5. Laminare - turbulente Strömungen

6. Reaktive - nicht reaktive Strömungen

2.2 Einphasen- Mehrphasenströmungen

Das in dieser Arbeit ausschließlich betrachtete strömende Medium bzw. Fluid ist Luft. Luft ist ein Gas-

gemisch aus Sauerstoff, Stickstoff, Kohlenstoffdioxid und kleinen Anteilen an Edelgasen. Es wird davon

ausgegangen, dass die einzelnen Anteile sich bereits vollständig durchmischt haben, sodass das Fluid

Luft als einzelnes Fluid (Phase) angesehen werden kann. Dementsprechend werden in dieser Arbeit aus-

schließlich Einphasenströmungen betrachtet. Ein Stoffgemisch aus Wasser und Öl ist beispielsweise als

zweiphasig anzusehen, da sich das Öl mit dem Wasser nicht vermischt [1]. Für weitere Informationen zu

Zwei- bzw. Mehrphasenströmungen wird auf [1], [3] verwiesen.

2.3 Inkompressible - kompressible Strömungen

Um zu klären, ob eine Strömung inkompressibel oder kompressibel ist, gilt es festzustellen, in welchem

Aggregatzustand sich das Fluid befindet. In der Regel gelten Strömungen flüssiger Fluide gelten als

inkompressibel, da Flüssigkeiten ihre Dichte auch bei hohen Druckbeanspruchungen nur in vernachlässig-

barem Maße ändern. Die Strömung eines gasförmigen Fluids wird als kompressibel angesehen, wenn die

9



2 Fluide und ihre Eigenschaften

Druckbeanspruchungen der Strömung ausreichen, um relevante Änderungen der Dichte des Gases zu be-

wirken. Die Kompressibilität einer Strömung ist folglich nicht ausschließlich von den Stoffeigenschaften

des Fluids, sondern auch von anderen Eigenschaften der Strömung (z. B. Druck und Geschwindigkeit)

abhängig. Man unterscheidet daher nicht zwischen inkompressiblen und kompressiblen Fluiden, sondern

zwischen inkompressiblen und kompressiblen Strömungen. Um herauszufinden unter welchen Umständen

die Druckbeanspruchungen einer Strömung so hoch sind, dass die Strömung als kompressible Strömung

angesehen wird, wird die Bernoulli-Gleichung

p+
1

2
ρu2 = const. (2.1)

betrachtet. Diese stellt den Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Druck (hier eindimensional)

in einer Strömung dar. Nach Umformung und Einsetzen der Mach-Zahl1

M =
u

us
(2.2)

erhält man:
dρ

ρ
= −1

2

d
(
M2
)

1 + 1
2M

2
(2.3)

Gl. 2.3 beschreibt die relative Änderung der Dichte in Abhängigkeit von der Mach-Zahl. Ist die Geschwin-

digkeit der Strömung größer als ∼ 30 % der Schallgeschwindigkeit2, treten signifikante Dichteänderungen

auf. Dementsprechend sind Strömungen von Gasen, in denen sich das Fluid oder ein anderes Medium

durch das Fluid mit einer Geschwindigkeit kleiner als 30 % der Schallgeschwindigkeit bewegt, als inkom-

pressibel anzusehen [1].

Extreme Stürme (Orkane) erreichen Windgeschwindigkeiten von bis zu ∼ 75 m/s. Folglich sind auch

Windströmungen, die in Stürmen auftreten, inkompressible Strömungen.3 Weiterhin bewegen sich die

Windgeschwindigkeiten der Windkanalversuche, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit als Referenzversu-

che dargestellt werden, im Bereich von 5 - 10 m/s. Folglich werden sämtliche in dieser Arbeit betrachtete

Strömungen als inkompressibel angesehen.

Kompressible Strömungen sind z. B. Luftströmungen um Tragflügel von Flugzeugen (Mach-Zahl ≈ 0,85)

oder Wasserdampfströmungen in Turbinen (Mach-Zahl ≈ 0,7) [1].

2.4 Strömungen von newtonschen - nichtnewtonschen Fluiden

Die Eigenschaft, die ein newtonsches Fluid von einem nichtnewtonschen Fluid unterscheidet, kann anhand

des folgenden Experiments erläutert werden (s. Abb. 2.1). Zwischen zwei parallelen Platten befindet sich

ein Fluid. Die obere Platte wird mit der Geschwindigkeit U in horizontaler Richtung bewegt. Die untere

Platte bewegt sich nicht. Handelt es sich um ein newtonsches Fluid zwischen den Platten, so stellt sich ein

lineares Geschwindigkeitsprofil zwischen den Platten ein. Die Schubspannung zwischen den Fluidschichten

1us entspricht der Schallgeschwindigkeit (ca. 343 m/s)
2Mach-Zahl M = 0,3 entspricht einer Geschwindigkeit von ∼ 100 m/s
3Windgeschwindigkeiten von Tornados können lokal weitaus höher liegen. Diese Strömungen werden hier nicht betrachtet.
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2.5 Isotherme - nicht isotherme Strömungen

Abbildung 2.1: Geschwindigkeitsprofil eines newtonschen Fluids. Quelle: [1]

folgt dementsprechend dem newtonschen Reibungsgesetz

τ = µ
du

dz
= µ

U

H
. (2.4)

Die Proportionalitätskonstante µ wird in diesem Zusammenhang als dynamische Zähigkeit bezeichnet

[1]. Sämtliche Gase, dementsprechend auch das Fluid Luft, und einige Flüssigkeiten (z. B. Wasser) gelten

als newtonsche Fluide [1].

2.5 Isotherme - nicht isotherme Strömungen

Isotherme Strömungen sind Strömungen, in denen sich die Temperatur des Fluids weder örtlich noch

zeitlich verändert. Hier gilt dementsprechend:

∂T

∂xi
= 0 bzw.

∂T

∂t
= 0 (2.5)

Die zeitlichen und örtlichen Temperaturschwankungen in Windströmungen um Bauwerke bewegen sich in

einem kleinen Rahmen, sodass diese vernachlässigt werden.4 Folglich werden in dieser Arbeit ausschließlich

isotherme Strömungen betrachtet.

2.6 Laminare - turbulente Strömungen

In der Strömungsmechanik wird allgemein zwischen laminaren und turbulenten Strömungen unterschie-

den. Ein Fluid bewegt sich in laminaren Strömungen auf parallel zueinander verlaufenden Stromlinien.

Energieaustausch, senkrecht zur Stromlinienrichtung, tritt nur in einem vernachlässigbaren Rahmen auf.

In turbulenten Strömungen herrscht dagegen hoher Impuls- bzw. Energieaustausch senkrecht zur Be-

wegungsrichtung des Fluids, sodass geordnete Stromlinien in vielen Situationen nicht zu erkennen sind.

4Dies gilt auch für Versuche im Windkanal
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2 Fluide und ihre Eigenschaften

Stattdessen lassen sich teilweise ungeordnete Wirbel, Fluktuationen und Impulsaustausch in allen drei

Raumrichtungen beobachten. Turbulente Strömungen sind folglich immer instationär und dreidimensio-

nal.

Der reynoldsche Farbfadenversuch erklärt anschaulich den Unterschied zwischen laminaren und turbulen-

ten Strömungen. Hierzu wird in einer Rohrströmung mittels einer Sonde an einem Punkt des Strömungs-

querschnitts Farbe eingeleitet. Die Farbteilchen werden mit der Strömung durch das Rohr transportiert

(s. Abb. 2.2). Dabei bildet sich ein Farbfaden, der die Stromlinien des Fluids beschreibt. Seine Bewe-

gung wird durch den Verlauf der Strömung bestimmt [1]. Der Farbfaden ist in laminaren Strömungen

zusammenhängend und verläuft geradlinig. In turbulenten Strömungen ist er dagegen durch die Turbu-

lenz zerrissen worden. Weiterhin zeigen die offenbar zufällig bzw. chaotisch im Rohr verteilten Fragmente

des Farbfadens wirbelähnliche Strukturen (s. Abb. 2.2). Die dimensionslose Kenngröße, die den Grad der

Abbildung 2.2: Reynoldscher Farbfadenversuch. Quelle: [1]

Turbulenz einer Strömung beschreibt, ist die Reynoldszahl

Re =
u∞ · lrel

ν
(2.6)

Sie beschreibt das Verhältnis von Trägheitskraft und Reibungskraft. Dabei bezeichnen lrel eine Refe-

renzlänge der Strömungsgeometrie und ν die kinematische Viskosität des Fluids. Je höher die Reynolds-

zahl ist, desto höher ist der Grad der Turbulenz. Die Reynoldszahl ist u. a. dann groß, wenn die Vis-

kosität klein ist. In diesem Fall ist die Reibungskraft bzw. Scherkraft der Fluidschichten gering und

die Trägheitskraft überwiegt in der Strömung. Zwischen laminaren und turbulenten Strömungen gibt

es einen transitionellen Übergangsbereich. Bei welcher Reynoldszahl dieser Bereich zu sehen ist, hängt

von der betrachteten Strömung ab. Der Übergangsbereich in einer Rohrströmung befindet sich bei einer
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2.7 Reaktive - nicht reaktive Strömungen

Reynoldszahl von etwa 2300 [1].

Die für Bauingenieure relevanten Strömungen, wie z. B. die Umströmung von Kraftwerksschornsteinen,

sind überwiegend turbulent5. Das folgende Beispiel soll dies verdeutlichen.

Ausgegangen wird von einer Windumströmung eines kreiszylinderförmigen Schornsteins mit einem Durch-

messer von 5 m. Die Windgeschwindigkeit beträgt 15 m/s. Die kinematische Viskosität von Luft beträgt

bei Raumtemperatur und atmosphärischem Druck etwa 15 ·10−6 m2/s. Das bedeutet die Reynoldszahl

dieser Strömung beträgt: Re = U∞·D
ν = 15·5

15·10−6 = 5 · 106. Eine Strömung mit einer Reynoldszahl im

Bereich von 106 weist viele ausgeprägte turbulente Strukturen auf. Dementsprechend sind die in die-

ser Arbeit dargestellten Strömungen fast ausschließlich turbulent. Im Kap. 9 wird noch detaillierter auf

turbulente Strömungen eingegangen und es werden Möglichkeiten erörtert, diese zu modellieren.

2.7 Reaktive - nicht reaktive Strömungen

Reaktive Strömungen sind Strömungen, in denen chemische Reaktionen stattfinden. In Brandsimulationen

ist dies beispielsweise der Fall. Hier kommt es zu chemischen Reaktionen durch Verbrennungsprozesse

[4]. Dementsprechend sind diese Vorgänge neben der eigentlichen Strömung ebenfalls zu modellieren.

Bei Windströmungen kommt es zu keinerlei chemischen Reaktionen. Die in dieser Arbeit vorgestellten

Strömungen sind folglich ausnahmslos nicht reaktiv.

5Dies gilt auch für im Windkanal modellierte Strömungen
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3 Physikalische und mathematische Beschreibung

von Strömungen

Strömungen können mathematisch durch die eulersche Beschreibungsweise der Kontinuumsmechanik dar-

gestellt werden. D. h. es wird ein ortfestes, infinitesimal kleines Kontrollvolumen in der Strömung betrach-

tet (s. Abb. 3.1). Die Strömung wird über die Strömungsgrößen des jeweils betrachteten Kontrollvolumens

beschrieben. Die Strömungsgrößen sind damit ebenfalls ortsfest. Die Größen, die eine Strömung eindeutig

beschreiben sind:

• Geschwindigkeit ~u (t,x,y,z) =

u (t,x,y,z)

v (t,x,y,z)

w (t,x,y,z)


• Druck p (t,x,y,z)

• Temperatur T (t,x,y,z)

Andere Größen, wie z. B. die Dichte, können aus den drei genannten Größen abgeleitet werden.

Die drei Erhaltungssätze der Physik für Massen-, Impuls- und Energieerhaltung müssen in Strömun-

gen eingehalten werden. Die Strömungsgrößen lassen sich über die Lösung dieser Erhaltungsgleichungen

bestimmen [5].

3.1 Massenerhaltung

Es wird ein infinitesimal kleines Kontrollvolumen in einer Strömung untersucht (s. Abb. 3.1). Da in dieser

Arbeit ausschließlich nicht reaktive Strömungen betrachtet werden (s. Kap. 2.7), wird davon ausgegangen,

dass innerhalb eines Kontrollvolumens weder Masse entsteht noch Masse vernichtet wird. Sollte sich die

Masse eines Kontrollvolumens verändern, so muss dies daran liegen, dass mehr bzw. weniger Masse über

einen Rand einströmt als auf der anderen Seite ausströmt [4]. D. h., die Änderung der Masse im Volumen

setzt sich aus der Differenz der Massenströme über die Ränder zusammen. Es gilt folglich [5]:

∂

∂t
(ρ · dx · dy · dz) +

[
(ρ · u) +

∂

∂x
(ρ · u) · dx

]
· dy · dz − ρ · u · dy · dz

+

[
(ρ · v) +

∂

∂y
(ρ · v) · dy

]
· dx · dz − ρ · v · dx · dz

+

[
(ρ · w) +

∂

∂w
(ρ · w) · dz

]
· dx · dy − ρ · w · dx · dy = 0 (3.1)
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3 Physikalische und mathematische Beschreibung von Strömungen

Abbildung 3.1: Massenströme an einem Kontrollvolumen. Quelle: [5]

Nach Kürzungen und Umformungen erhält man:

∂

∂t
(ρ) +

∂

∂x
(ρ · u) +

∂

∂y
(ρ · v) +

∂

∂z
(ρ · w) = 0 (3.2)

Gleichung 3.2 wird auch als Kontinuitätsgleichung bezeichnet. In Divergenzform lautet die Gleichung:

∂

∂t
(ρ) +∇ · (ρ · ~u) = 0 (3.3)

Weiterhin lässt sich die Gleichung mit Hilfe der Einsteinschen Summenkonvention folgendermaßen aus-

drücken:
∂

∂t
(ρ) +

∂

∂xi
(ρ · ui) = 0 (3.4)

Dabei gilt:

~u =

uv
w

 =

u1

u2

u3

 bzw. ~x =

xy
z

 =

x1

x2

x3

 (3.5)

Die Einsteinsche Summenkonvention erweist sich als hilfreich bei der Darstellung von Gleichungen der

Turbulenzmodellierung (RANS bzw. LES) (s. Kapitel 9) und wird daher im folgenden Teil dieser Thesis

gegenüber der Divergenzform bevorzugt.

Wie bereits im Kap. 2.3 geklärt, werden in dieser Arbeit ausschließlich inkompressible Strömungen stu-

diert. Das bedeutet, für alle hier betrachteten Strömungen gilt, dass die Dichte sowohl zeitlich als auch

örtlich konstant ist. Folglich gilt auch:

∂

∂t
(ρ) = 0 bzw.

∂

∂xi
(ρ · ui) = (ρ)

∂

∂xi
(ui) (3.6)
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3.2 Impulserhaltung

Die Kontinuitätsgleichung für inkompressible Strömungen kann zu

∂

∂xi
(ui) = 0 (3.7)

vereinfacht werden [1].

3.2 Impulserhaltung

Es werden sämtliche Kräfte bzw. Impulsströme an einem infinitesimal kleinen Kontrollvolumen untersucht

(s. Abb. 3.2). Die Kräfte setzen sich aus den über die jeweiligen Ränder integrierten Drücken, Normal-

und Schubspannungen zusammen. Externe Kräfte, wie z. B. die Gewichtskraft, werden vernachlässigt.

Es kann in jede Koordinatenrichtung die Summe, der in dieser Richtung wirkenden Kräfte, bestimmt

Abbildung 3.2: Kräfte an einem Kontrollvolumen (nur in x-Richtung). Quelle: [5]

werden. Dies ist hier exemplarisch für die x-Richtung dargestellt [5]:

Fx =

[
∂

∂x
(τxx) +

∂

∂y
(τyx) +

∂

∂z
(τzx)− ∂p

∂x

]
· dx · dy · dz (3.8)

Nach Newton gilt bekanntermaßen

F = m · a, (3.9)

mit

m = ρ · V = ρ · dx · dy · dz. (3.10)

a bezeichnet die Beschleunigung bzw. das totale Differential der Geschwindigkeit nach der Zeit (s. Gl.

3.11) [5].

ax =
du

dt
=
∂u

∂t
+ u · ∂u

∂x
+ v · ∂u

∂y
+ w · ∂u

∂z
(3.11)
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3 Physikalische und mathematische Beschreibung von Strömungen

Setzt man Gl. 3.8, 3.10, 3.11 in die newtonsche Bewegungsgleichung ein, erhält man

∂

∂x
(τxx) +

∂

∂y
(τyx) +

∂

∂z
(τzx)− ∂p

∂x
= ρ · ∂u

∂t
+ ρ · u · ∂u

∂x
+ ρ · v · ∂u

∂y
+ ρ · w · ∂u

∂z
, (3.12)

bzw. nach weiteren Umformungen

∂

∂t
(ρ · u) +

∂

∂x

(
ρu2 + p− τxx

)
+

∂

∂y
(ρ · u · v − τyx) +

∂

∂z
(ρ · u · w − τzx) = 0, (3.13)

die Impulsgleichung (für die x-Richtung).

Bei Betrachtung von newtonschen Fluiden lassen sich mit Hilfe der Stokesschen Beziehungen sämtliche

Normal- und Schubspannungen in Abhängigkeit der Geschwindigkeit und der dynamischen Viskosität (s.

Kap. 2.4) ausdrücken (s. Gl. 3.14 und Gl. 3.15 (exemplarisch für τxx und τxy)).

τxx = −2

3
· µ ·

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)
+ 2 · µ · ∂u

∂x
(3.14)

τxy = µ ·
(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)
(3.15)

Werden die Stokesschen Beziehungen in die Impulsgleichung (x-Richtung) eingesetzt, ergibt sich:

∂

∂t
(ρ · u) +

∂

∂x

(
ρu2 + p+

2

3
· µ ·

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)
− 2 · µ · ∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
ρ · u · v − µ ·

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

))
+

∂

∂z

(
ρ · u · w − µ ·

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

))
= 0 (3.16)

Da die Reihenfolge der Ableitungen vertauschbar ist, kann Gl. 3.16 umgeformt werden zu:

∂

∂t
(ρ · u) +

∂

∂x

(
ρu2 + p+

2

3
· µ ·

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)
− µ · ∂u

∂x
− µ ·

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

))
+

∂

∂y

(
ρ · u · v − µ ·

(
∂u

∂y

))
+

∂

∂z

(
ρ · u · w − µ ·

(
∂u

∂z

))
= 0 (3.17)

Es wird nach wie vor von einer inkompressiblen Strömung ausgegangen. D. h., es gilt (vgl. Gl. 3.7):

∂

∂xi
(ui) =

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0 (3.18)

Dementsprechend kann Gl. 3.17 für inkompressible Strömungen weiter zu

∂

∂t
(ρ · u) +

∂

∂x

(
ρu2 + p

)
− µ ·

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
+

∂

∂y
(ρ · u · v) +

∂

∂z
(ρ · u · w) = 0 (3.19)

vereinfacht werden.

Weiterhin gilt in inkompressiblen Strömungen, dass die Dichte ρ als räumlich und zeitlich konstant
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3.2 Impulserhaltung

angesehen werden kann. Unter Berücksichtigung dieser Annahme und weiteren Umformungen erhält

man die endgültige Impulsgleichung für inkompressible Strömungen (x-Richtung) [1]:

∂u

∂t
+ u · ∂u

∂x
+ v · ∂u

∂y
+ w · ∂u

∂z
+

1

ρ
· ∂p
∂x
− ν ·

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
= 0 (3.20)

wobei

ν =
µ

ρ
(3.21)

Die Herleitung der Impulsgleichungen für die übrigen Koordinatenrichtungen geschieht analog.

Die Darstellung der Impulsgleichung durch die Einsteinsche Summenkonvention (Tensornotation) lautet:

∂ui
∂t

+
∂

∂xj
(ui · uj) +

1

ρ
· ∂p
∂xi
− ν · ∂

∂xj

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
= 0 (3.22)

Es wurde bereits festgestellt (vgl. Kapitel 2.5), dass die in dieser Arbeit zu untersuchende Strömung als

isotherm anzusehen ist. D. h., zusätzlich zur Dichte ist auch die Temperatur der Strömung räumlich und

zeitlich konstant. Dichte sowie Temperatur sind damit (abhängig vom gewählten Fluid) über Rand- und

Anfangsbedingungen an jedem Ort und zu jeder Zeit bekannt. Weitere Gleichungen zur Berechnung dieser

Größen erübrigen sich dementsprechend. Folglich sind alle notwendigen bzw. hinreichenden Differential-

gleichungen zur Berechnung von inkompressiblen, isothermen, instationären, nicht reaktiven Strömungen

von newtonschen Fluiden hergeleitet und werden im Folgenden noch einmal zusammengefasst:

Kontinuitätsgleichung

∂

∂x
(u) +

∂

∂y
(v) +

∂

∂z
(w) = 0 (3.23)

Impulsgleichungen

∂u

∂t
+ u · ∂u

∂x
+ v · ∂u

∂y
+ w · ∂u

∂z
+

1

ρ
· ∂p
∂x
− ν ·

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
= 0 (3.24)

∂v

∂t
+ u · ∂v

∂x
+ v · ∂v

∂y
+ w · ∂v

∂z
+

1

ρ
· ∂p
∂y
− ν ·

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
+
∂2v

∂z2

)
= 0 (3.25)

∂w

∂t
+ u · ∂w

∂x
+ v · ∂w

∂y
+ w · ∂w

∂z
+

1

ρ
· ∂p
∂z
− ν ·

(
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
+
∂2w

∂z2

)
= 0 (3.26)

Es ist anzumerken, dass die Kontinuitätsgleichung nicht als eigenständige Gleichung angesehen werden

kann, da die Informationen der Gleichung bereits bei der Herleitung der Impulsgleichungen verwendet

wurden. Dennoch muss die Kontinuitätsgleichung natürlich nach wie vor an jedem Ort und zu jedem

Zeitpunkt erfüllt sein, da ansonsten die Herleitung der Impulsgleichung nicht korrekt wäre. Die Kon-

tinuitätsgleichung ist daher als Nebenbedingung der Impulsgleichungen anzusehen. Dies gilt es bei der

Lösung des Systems der Erhaltungsgleichungen zu berücksichtigen. Lösungsverfahren zu diesem Problem

sind in Kap. 8 dargestellt.
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3 Physikalische und mathematische Beschreibung von Strömungen

3.3 Randbedingungen

Das System aus Kontinuitätsgleichung und Impulsgleichungen bildet das Gleichungssystem zur Berech-

nung der relevanten Strömungsgrößen. Es ist ein partielles Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung.

Dieses System besitzt zunächst unendliche viele Lösungen. Nur durch die Vorgabe von Anfangs-1 und

Randbedingungen entsteht eine spezielle eindeutige Lösung des Systems für das gegebene Strömungssze-

nario. Es handelt sich also um ein Anfangs-Randwertproblem. Die Wahl der genauen Anzahl und Art

der Randbedingungen ist nicht trivial, wirkt sich jedoch entscheidend auf die numerische Lösbarkeit des

Systems aus. Sind zu wenig Randbedingungen gesetzt, ist das Gleichungssystem unterbestimmt, d. h.

unendlich viele Lösungen des Systems sind möglich. Ein numerisches Verfahren scheitert hier oder lie-

fert unphysikalische Ergebnisse. Ist das Gleichungssystem durch zu viele Bedingungen überbestimmt, so

ist eine numerische Lösung ebenfalls nicht möglich [1]. Es existieren keine mathematischen Regeln, die

vorgeben, wieviele Randbedingungen erforderlich sind bzw. an welche Strömungsgrößen oder deren Ab-

leitungen diese gestellt werden müssten. Daher werden die Bedingungen über physikalische Überlegungen

abgeleitet [1].

Ein Strömungsfeld kann u. a. durch eine feste reibungsbehaftete Wand begrenzt werden. Hier fällt die Ge-

schwindigkeit in Wandnähe2 durch die Anziehungskräfte von Wand- und Fluidmolekülen auf Null herab

(s. Abb 3.3). Dementsprechend lautet hier die Randbedingung ~u = 0. Der Druck an Wänden ist zunächst

Abbildung 3.3: Randbedingung an einer reibungsbehafteten ortsfesten Wand. Quelle: [1]

nicht bekannt und wird erst über die Lösung der Erhaltungsgleichungen bestimmt. Strömungsfelder wer-

den u. a. auch durch sogenannte Ein- bzw. Ausströmränder begrenzt. Betrachtet wird beispielsweise eine

Umströmung eines Körpers in einem Kanal (s. Abb. 3.4). Hier kann jeweils am Ein- bzw. Ausströmrand

die Geschwindigkeit oder der Druck (s. Abb. 3.4) vorgegeben werden, nicht jedoch beide Strömungs-

größen. Die Vorgabe beider Größen würde zu einem überbestimmten Gleichungssystem führen und eine

Lösung unmöglich machen. Ist eine Strömungsgröße an einem Rand vorgegeben, so wird in der Regel

(auch für Wände) eine Bedingung an die Ableitung der anderen Strömungsgröße gestellt [1]. Für einen

1Anfangsbedingungen sind ausschließlich bei instationären Strömungen erforderlich
2Insbesondere bei turbulenten Strömung ist das Strömungsverhalten in Wandnähe nicht trivial und bedarf weiterer Über-

legungen (s. dazu Kap. 9.4.3).
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3.3 Randbedingungen

Abbildung 3.4: Mögliche Randbedingungen einer Kanalströmung. Quelle: [1]

Einströmrand wären folglich folgende Randbedingungen denkbar:

u = u1 = u∞, v = 0, w = 0,
∂p

∂n
= 0 (3.27)

Als Anfangsbedingungen werden beide Strömungsgrößen in jedem Punkt des Strömungsfelds zum Zeit-

punkt t = 0 vorgegeben.
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4 Lösung der Navier-Stokes-Gleichungen

4.1 Analytische Lösung

Für einige Vereinfachungen der Navier-Stokes-Gleichungen existieren für bestimmte Randbedingungen

analytische Lösungen. Zu diesen Vereinfachungen gehören u. a. die sogenannten Schichtenströmungen,

in denen sich die Strömung nur in eine Koordinatenrichtung bewegt. Die Geschwindigkeitskomponente

senkrecht zu dieser wird vernachlässigt. Eine weitere Vereinfachung ist die Potentialströmung. Für weitere

Informationen über mögliche Vereinfachungen der Navier-Stokes-Gleichungen wird auf [1], [3] verwiesen.

Für sämtliche zwei- oder dreidimensionale, reibungsbehaftete Strömungen, folglich auch für die in dieser

Arbeit betrachtete isotherme, inkompressible Strömung, ist keine allgemeine analytische Lösung bekannt

[1], [3].

4.2 Numerische Lösung

4.2.1 Allgemeines

Es besteht die Möglichkeit, die Erhaltungsgleichungen numerisch über eine Diskretisierung des Strömungs-

feldes approximativ zu lösen. Die Diskretisierung beinhaltet die Darstellung des Strömungsfeldes über

diskrete Punkte bzw. kleine Flächenelemente oder Volumenelemente. Die Geometrie der Elemente bzw.

Lage der Punkte werden durch ein Gitternetz definiert. Man spricht auch von einem numerischen Git-

ter (s. Abb. 4.1) [1], [3]. Mit Hilfe der Diskretisierung kann das partielle Differentialgleichungssystem,

Abbildung 4.1: Numerisches Gitter zur Berechnung einer Strömung um einen Zylinder. Quelle: [1]

bestehend aus den Erhaltungsgleichungen (vgl. Gl. 3.23 und Gl. 3.24 - 3.26), durch ein algebraisches

Gleichungssystem ersetzt werden und so eine approximative Lösung des partiellen Differentialgleichungs-

systems an den diskreten Punkten oder Elementen bestimmt werden [3]. Die Abweichung der Lösung

des algebraischen Gleichungssystems von der Lösung des partiellen Differentialgleichungssystems hängt

dabei stark von der gewählten Diskretisierung ab.
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4 Lösung der Navier-Stokes-Gleichungen

Das entstandene algebraische Gleichungssystem enthält in den meisten Fällen eine hohe Zahl von Glei-

chungen bzw. Unbekannten und ist daher in der Regel ausschließlich mit Hilfe von Computern lösbar

[1],[3].

Numerische Lösungen sind immer fehlerbehaftet. Der zu berücksichtigende Fehler ergibt sich aus mehreren

Fehlerquellen. Zum einen beinhaltet ein mathematisches Modell in vielen Fällen selbst Vereinfachungen.

Analytische sowie numerische Lösungen der Modelle bilden damit nicht exakt die Realität ab. Weiterhin

entstehen Fehler durch Approximationen bei der Diskretisierung des Strömungsfeldes und bei der Lösung

des algebraischen Gleichungssystems, welches oft durch iterative Verfahren gelöst wird. Die Fehler gilt es

im Einzelfall abzuwägen und zu bewerten.

Die Qualität einer numerischen Lösung hängt nicht nur von der Wahl des Diskretisierungsverfahrens,

sondern insbesondere vom Diskretisierungsgrad ab. Der Diskretisierungsgrad beschreibt die Anzahl der

eingesetzten Punkte oder Elemente, die das Strömungsfeld repräsentieren. Bei einer hohen Anzahl von

diskreten Stellen sind die Elemente bzw. die Flächen oder Volumina, die jeweils eine diskrete Stelle

repräsentieren, entsprechend klein. Beliebig genaue Lösungen sind zwar durch entsprechend feine Diskre-

tisierung erreichbar, jedoch steigt mit dem Diskretisierungsgrad auch die Anzahl der Gleichungen und

Unbekannten des algebraischen Gleichungssystems und damit die Rechenzeit und der Speicheraufwand,

um diese zu lösen. Insbesondere für die Berechnung einer adäquaten Lösung von bestimmten turbulenten

Strömungen müsste der Diskretisierungsgrad so hoch sein, dass die Rechenzeit extrem bzw. der Speicher-

aufwand kaum zu realisieren wäre (s. Kap. 9). In diesen Fällen ist der Einsatz von weiteren Modellen zur

Vereinfachung der Erhaltungsgleichungen sinnvoll. Hier gilt es zu berücksichtigen, dass die eingeführten

Modelle ggf. zusätzliche Fehler erzeugen [1], [3].

4.2.2 Numerische Gitter

Strukturierte Gitter

Eine Möglichkeit, Gebiete durch Punkte oder Elemente zu diskretisieren, ist die Anordnung der diskreten

Stellen durch ein strukturiertes bzw. regelmäßiges Gitter. In strukturierten Gittern besitzen die Punkte

oder Elemente in der Ebene stets vier bzw. im Raum sechs Nachbarn. Diese Regelmäßigkeit erlaubt die

Indizierung der Elemente durch drei Indizes (i,j,k). Um die Indizes der Nachbarn zu erhalten, ist der

jeweilige Index der zu betrachtenden Koordinatenrichtung um eins zu erhöhen oder zu verringern. Die

Indizes der Nachbarn in x-Richtung lauten beispielsweise (i− 1,j,k) bzw. (i+ 1,j,k) [1], [3].

Die einfachste Form des strukturierten Gitters ist das kartesische Gitter. Hier verlaufen die Gitterlinien

parallel zu den Koordinatenachsen (s. Abb. 4.2). Die Gitterlinien sind dabei ggf. äquidistant verteilt.

In vielen Fällen ist es in der numerischen Strömungsmechanik sinnvoll lokale Bereiche höher aufzulösen,

d. h. in bestimmten Bereichen eine höhere Anzahl von Punkten oder kleineren Elementen zu verwenden.

In diesen Situationen bietet es sich an, blockstrukturierte Gitter zu verwenden. Hier wird das Gebiet in

Blöcke unterteilt, in denen jeweils strukturierte Gitter mit unterschiedlicher Form und unterschiedlichem

Diskretisierungsgrad vorliegen. Die Gitterlinien der Blöcke müssen dabei weder äquidistant sein noch

parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen. Sie können ggf. einem Körper angepasst gekrümmt sein (s.

Abb. 4.3). Abb. 4.1 zeigt ein blockstrukturiertes Gitter mit drei Blöcken. Um die entscheidenen Bereiche

um den Zylinder herum feiner aufzulösen, ist auch innerhalb der Blöcke eine Verdichtung der Gitterlinien
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4.2 Numerische Lösung

Abbildung 4.2: Kartesisches äquidistantes Gitter. Quelle: [1]

vorgenommen.

Abbildung 4.3: Verschiedene strukturierte Gitterformen. Quelle: [1]

Unstrukturierte Gitter

Unstrukturierte Gitter lassen sich im Gegensatz zu strukturierten Gittern flexibler und genauer an kom-

plizierte Geometrien anpassen. Da die Anzahl der Nachbarn der Elemente oder Punkte des Gitters nicht

vorgeschrieben ist, können die Elemente aus beliebigen Polygonen bzw. Polyedern, wie z. B. Dreiecke bzw.

Tetraeder bestehen. Mit den entsprechenden Elementen lassen sich insbesondere Felder in der Umgebung

gekrümmter Körper besser darstellen. Die Verwendung von unterschiedlichen Elementen innerhalb eines

Gitters ist ebenfalls möglich (s. Abb. 4.4) [1], [3].
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4 Lösung der Navier-Stokes-Gleichungen

Die unstrukturierte Verteilung der diskreten Stellen zeigt jedoch auch Nachteile. Die Lage der Elemente

Abbildung 4.4: Unstrukturiertes Gitternetz. Quelle: [3]

oder Punkte und die Anzahl und Lage ihrer Nachbarn ist im Vorfeld nicht bekannt und muss ermittelt

werden. Weiterhin weist die Matrix des entstehenden algebraischen Gleichungssystems keine regelmäßige

diagonale Struktur auf. Ggf. muss die Reihenfolge der diskreten Stellen umsortiert werden. Die Lösung

der Gleichungssysteme für unstrukturierte Gitter ist u. a. daher im Allgemeinen aufwändiger. Für Infor-

mationen über die Generierungsverfahren von strukturierten und unstrukturierten Gittern wird auf [6],

[7] verwiesen.

4.2.3 Diskretisierungsmethoden

Im Folgenden sind die drei gängigsten Diskretisierungsmethoden aufgeführt:

1. Finite-Differenzen-Methode (FDM)

2. Finite-Volumen-Methode (FVM)

3. Finite-Elemente-Methode (FEM)

Die Finite-Differenzen-Methode verwendet die Erhaltungsgleichungen in Differentialform. In jedem Git-

terpunkt (Schnittpunkt der Gitterlinien) werden die partiellen Ableitungen in den Differentialgleichungen

durch Approximationen ersetzt. Man erhält für jeden Gitterpunkt eine algebraische Gleichung, die die

Strömungsgrößen des Punktes und seiner Nachbarn als Unbekannte enthält. Bei Verwendung von struk-

turierten, insbesondere kartesischen Gittern, ist die Finite-Differenzen-Methode sehr effizient. Für viele

Brandsimulationen, z. B. in der Software FDS, wird sie verwendet, da hier oft große Geometrien (z.

T. mehrere Räume) simuliert werden sollen und damit die Effizienz des Lösungsalgorithmus eine große

Rolle spielt, um diese Simulationen in angemessener Zeit zu realisieren. Dabei nimmt man in Kauf, dass
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4.2 Numerische Lösung

im Besonderen gekrümmte Körper durch kartesische Gitter nur vereinfacht dargestellt werden können.

Da die möglichst detaillierte Darstellung von Geometrien von strömungsmechanischen Problemen große

Bedeutung hat, ist die Finite-Differenzen-Methode für diese Probleme, insbesondere für die Verwendung

unstrukturierter Gitter, ungeeignet und wird in der Regel hierfür nicht verwendet. Für ausführliche In-

formationen über die FDM sei auf [1], [3] verwiesen.

Die Finite-Volumen-Methode und die Finite-Elemente-Methode erlauben jeweils die Benutzung von un-

strukturierten Gittern und finden u. a. daher Anwendung in vielen Programmen. Da die in dieser Arbeit

ausschließlich verwendete Software OpenFOAM die Erhaltungsgleichungen mit Hilfe der FVM berech-

net, wird auf die FVM im folgenden Kapitel ausführlich eingegangen. Informationen über die FEM zur

Anwendung auf die Erhaltungsgleichungen sind in [8], [9] zu finden.
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5 Finite-Volumen-Methode (FVM)

5.1 Allgemeines

Zur Anwendung der FVM wird das Gebiet in eine bestimmte Anzahl von Volumina (Kontrollvolumi-

na) geteilt und die Erhaltungsgleichungen für jedes Kontrollvolumen aufgestellt. Das numerische Gitter

beschreibt dabei die Ränder der Kontrollvolumina (s. Abb. 5.1). Die Berechnung der Strömungsgrößen er-

Abbildung 5.1: Diskretisierung durch die FVM. Rechenpunkte befinden sich in der Mitte der Volumina.

folgt bei der FVM für die Schwerpunkte der Kontrollvolumina. Im einfachsten Fall werden die Strömungs-

größen des Schwerpunktes für die Strömungsgrößen sämtlicher Stellen im Kontrollvolumen übernommen.

In den meisten Fällen werden jedoch Interpolationen benutzt, um die Größen, z. B. an den Rändern der

Volumina, in Abhängigkeit von den Größen der Schwerpunkte zu berechnen.

Ziel der FVM ist der Erhalt einer algebraischen Gleichung für jedes Kontrollvolumen, welche die Strömungs-

größen des eigenen Schwerpunkts und der Schwerpunkte der Nachbarn enthält. Das so entstandene Glei-

chungssystem kann dann mit einem Computer gelöst werden [1], [3].
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5 Finite-Volumen-Methode (FVM)

5.2 Anwendung der FVM auf Diff.-gleichung 1. Ordnung

Nachfolgend werden die notwendigen Schritte für den Erhalt der algebraischen Gleichungen anhand der

instationären, zweidimensionalen Differentialgleichung1 erster Ordnung

∂u

∂t
+
∂fx (u)

∂x
+
∂fz (u)

∂z
+ c = 0 (5.1)

erörtert. Diese Gleichung ist gegenüber den bereits hergeleiteten Impulsgleichungen für inkompressible

Strömungen übersichtlicher und ist daher zur Erläuterung der FVM wesentlich besser geeignet.

fx und fz sind hier beliebige Funktionen von u. Die Differentialgleichung wird zunächst von der Differen-

tialform in die Integralform umgeformt, indem beide Seiten der Gleichung über dem Gebiet V 2 integriert

werden. Die Integration führt zu: ∫
V

(
∂u

∂t
+
∂fx
∂x

+
∂fz
∂z

+ c

)
dV = 0 (5.2)

bzw. ∫
V

(
∂u

∂t

)
dV +

∫
V

(
∂fx
∂x

+
∂fz
∂z

)
dV +

∫
V

(c) dV = 0 (5.3)

Die integrale Form wird als
”
schwache“ Form der Differentialgleichung bezeichnet, da sie nicht das Ver-

schwinden des Integranden an jeder Stelle des Gebietes fordert. Verschiedene Funktionen sind denkbar,

durch die sich positive und negative Werte innerhalb des Gebietes ausgleichen und damit die Forderung

an das Verschwinden des Integrals über das gesamte Gebiet erfüllen, d. h. solche Funktionen erfüllen Gl.

5.3. Dennoch ist die integrale Form als gute Approximation der unsprünglichen Gleichung anzusehen [1].

Mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes [10]∫
V

(
∇~f
)
dV =

∫
R

(
~f · ~n

)
dR (5.4)

kann der zweite Term der Integralform umgeformt werden. Dabei wird dieser Term, der das Integral

der Divergenz von ~f über das Volumen beschreibt, in das Integral des Skalarprodukt von ~f und dem

nach außen weisenden Einheitsvektor auf dem Rand des Gebiets ausgedrückt. Anschaulich kann hier der

Gaußsche Integralsatz als Gleichgewicht zwischen Quellen bzw. Senken im Kontrollvolumen und dem

Ein- und Ausfluss über den Rand interpretiert werden [1].

Die Anwendung des Gaußschen Integralsatzes auf Gl. 5.3 führt zu:∫
V

(
∂u

∂t

)
dV +

∫
R

(fx · nx + fz · nz) dR+

∫
V

(c) dV = 0 (5.5)

Gl. 5.5 wird als Ausgangsgleichung der FVM bezeichnet. Sie enthält keine räumlichen Ableitungen mehr,

nur noch eine Ableitung nach der Zeit. Folglich ist die Ausgangsgleichung der FVM eine gewöhnliche

Differentialgleichung [1]. Nun folgt die Diskretisierung. Das Integrationsgebiet wird in eine finite Anzahl

1Die Differentialgleichung könnte als ein Modell für Strömungen benutzt werden, in denen Reibung des strömenden Fluids
an Körpern oder anderen Fluiden vernachlässigt werden kann.

2V ist hier verallgemeinert, repräsentiert folglich im zweidimensionalen Fall eine Fläche und im dreidimensionalen Fall ein
Volumen.
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5.2 Anwendung der FVM auf Diff.-gleichung 1. Ordnung

von (Kontroll-)Volumen unterteilt. Die Summe der einzelnen Volumina ergibt wieder das Volumen des

gesamten Gebiets. Es gilt:

V =

Nx−1,Nz−1∑
i,k=1

Vi,k (5.6)

Nx und Nz beschreiben dabei die Anzahl der Schnittpunkte der Gitterlinien, auch Knoten genannt, in der

entsprechenden Koordinatenrichtung. Die Anzahl der Kontrollvolumina in x- und z-Richtung entspricht

folglich Nx − 1 bzw. Nz − 1.

Gl. 5.5 wird nun auf jedes Volumen Vi,k angewendet. Damit wird die
”
schwache“ Forderung an das

Verschwinden der ursprünglichen Integralform für das gesamte Gebiet wieder verstärkt, indem diese

Forderung jetzt an jedes Kontrollvolumen gestellt wird (s. Gl. 5.7) [1].∫
Vi,k

(
∂u

∂t

)
dV +

∫
Ri,k

(fx · nx + fz · nz) dR+ c · Vi,k = 0 (5.7)

Für das weitere Vorgehen wird angenommen, dass u jeweils in jedem Kontrollvolumen konstant ist. An

jeder Stelle innerhalb eines Kontrollvolumens besitzt u folglich den Wert ui,k und springt an den Rändern

der Volumina auf den Wert ui+/−1,k bzw.ui,k+/−1.

Nimmt man an, u sei innerhalb eines Volumens konstant, so ist der Integrand des ersten Integrals in Gl.

5.7 (innerhalb eines Volumens) nicht mehr von einer Raumkoordinate abhängig und kann folglich vor

das Integral geschrieben werden. Zusätzlich werden beide Seiten der Gleichung durch Vi,k dividiert. Dies

führt zu Gl. 5.8.
dui,k
dt

+
1

Vi,k

∫
Ri,k

(fx · nx + fz · nz) dR+ c = 0 (5.8)

Ebenfalls soll gelten, dass die Funktionen fx und fz jeweils auf jedem Rand konstant sind. Unter Berück-

sichtigung dieser Annahme kann das Randintegral in Gl. 5.8 vereinfacht werden (s. Gl. 5.9).

∫
Ri,k

(fx · nx + fz · nz) dR =

4∑
l=1

[
(fx · nx + fz · nz)l

∫
Rl

dR

]
i,k

=

4∑
l=1

[(fx · nx + fz · nz)l ·Ol]i,k (5.9)

l beschreibt dabei die Indizierung der Ränder in der Ebene (s. Abb. 5.2). Die jeweils nach außen weisenden

Einheitsvektoren ~nl lassen sich zusätzlich mit den jeweiligen Oberflächen Ol zusammenfassen (s. Gl. 5.10)

[1].

~nl ·Ol = ~Ol =

(
Ox,l

Oz,l

)
(5.10)

Die getroffenen Annahmen und Umformungen führen zu:

dui,k
dt

+
1

Vi,k

4∑
l=1

(fx,l ·Ox,l + fz,l ·Oz,l)i,k + c = 0 (5.11)

Die Funktionen fx,l und fz,l sind Funktionen der Geschwindigkeit ul auf dem Rand. Da u jedoch nur

im Schwerpunkt des Elements bestimmt werden soll, ist die Frage zu klären, wie fx,l und fz,l berechnet

werden können. Eine Möglichkeit diese zu berechnen besteht darin, die Mittelung der Funktionen in den
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5 Finite-Volumen-Methode (FVM)

Abbildung 5.2: Indizierung der Randsegmente. Quelle: [1]

Schwerpunkten (lineare Interpolation) zweier benachbarter Volumina zu verwenden. Ggf. sind Interpola-

tionen höherer Ordnung anwendbar [1], [3].

Gl. 5.12 zeigt repräsentativ die Berechnung von fx auf dem Rand l = 1.

fx,l=1 =
1

2
(fx (ui,k) + fx (ui−1,k)) (5.12)

Bei Anwendung von Gl. 5.11 und 5.12 auf jedes finite Volumenelement erhält man ein Gleichungssys-

tem gekoppelter gewöhnlicher Differentialgleichungen. In jeder Gleichung bestehen die zu bestimmenden

Unbekannten aus der Geschwindigkeit im Schwerpunkt des betrachteten Kontrollvolumens und den Ge-

schwindigkeiten in den Schwerpunkten der Nachbarelemente [1].

Die noch bestehende Zeitableitung in den Gleichungen kann ebenfalls diskretisiert werden. Die denkbar

einfachste Möglichkeit ist die Verwendung des expliziten Einschrittverfahrens nach Euler (s. Gl. 5.13).

un+1
i,k − u

n
i,k

∆t
= − 1

Vi,k

4∑
l=1

(fx,l ·Ox,l + fz,l ·Oz,l)ni,k − c (5.13)

Das nun vorliegende Gleichungssystem ist entkoppelt. Nach Vorgabe des Startwertes u0
i,k für jedes Volu-

menelement kann die Unbekannte jeweils zum nächsten Zeitpunkt Schritt für Schritt aus den Ergebnissen

des vorangegangenen Zeitschrittes berechnet werden [1].

Eine weitere Möglichkeit ist die Benutzung des impliziten Eulerverfahrens (s. Gl. 5.14).

un+1
i,k − u

n
i,k

∆t
= − 1

Vi,k

4∑
l=1

(fx,l ·Ox,l + fz,l ·Oz,l)n+1
i,k − c (5.14)
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5.3 Anwendung der FVM auf Diff.-gleichung 2. Ordnung

Das implizite Eulerverfahren verwendet unbekannte Lösungsvariablen des Zeitschritts n+ 1. Daher muss

bei jedem Schritt ein gekoppeltes algebraisches Gleichungssystem gelöst werden. Implizite Verfahren wer-

den dennoch in der Praxis aufgrund ihrer Stabilität und Genauigkeit eingesetzt [3]. In Kap. 7 werden die

beiden Eulerverfahren und weitere Verfahren zur numerischen Lösung von gewöhnlichen Differentialglei-

chungen detaillierter erörtert.

5.3 Anwendung der FVM auf Diff.-gleichung 2. Ordnung

Das im vorherigen Kap. beschriebene Beispiel zeigt die Anwendung der FVM bei Betrachtung einer

Differentialgleichung 1. Ordnung. Die Impulsgleichungen (vgl. Gl. 3.24-3.26) enthalten jedoch auch Ab-

leitungen zweiter Ordnung. Es gilt die Frage zu klären, welche Modifikationen oder weiteren Schritte zu

machen sind, um Differentialgleichungen 2. Ordnung mit der FVM zu diskretisieren. Dazu betrachte man

die instationäre Poissongleichung
∂u

∂t
+
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂z2
+ c = 0 (5.15)

mit der Unbekannten u. Die Anwendung sämtlicher Schritte der FVM, die (abgesehen von der Zeitdis-

kretisierung) im vorherigen Kapitel dargestellt sind, führt zu [1]:

dui,k
dt

+
1

Vi,k

4∑
l=1

(
∂u

∂x

∣∣∣∣
l

·Ox,l +
∂u

∂z

∣∣∣∣
l

·Oz,l
)
i,k

+ c = 0 (5.16)

Offensichtlich sind in Gl. 5.16 noch Ableitungen, die die räumliche Änderung der Variable u auf dem

Rand beschreiben, vorhanden. Es besteht die Möglichkeit, auch diese Ableitung mit Hilfe der Varia-

blen u im Schwerpunkt des betrachteten Volumenelements und u im Schwerpunkt des Nachbarelements

approximativ auszudrücken [11] (s. Gl. 5.17).

∂u

∂x

∣∣∣∣
l=1

=
ui,k − ui−1,k

∆x
(5.17)

∆x beschreibt dabei den Abstand der Schwerpunkte zweier benachbarter Elemente.

Zur Berechnung der Ableitung sind Methoden höherer Ordnung unter Verwendung von Variablen weiterer

Nachbarn möglich (s. [3]).

5.4 Randbedingungen bei Verwendung der FVM

Um die Randbedingungen zu erfüllen, wird jeweils an jedem Rand eine zusätzliche Reihe von Elementen

jenseits des Randes erzeugt (s. Abb. 5.3). Der zusätzlichen Reihe wird der Index 0 zugewiesen. Die

Strömungsgrößen in den Schwerpunkten dieser Elemente werden nicht über die Erhaltungsgleichungen

berechnet, sondern vorgegeben. Ist beispielsweise die Haftbedingung ~u = ~0 (Dirichlet-Randbedingung)

an einem Rand gefordert, so wird dem Element mit Index 0 die Geschwindigkeit ~ui,1 des Elements

mit Index 1 mit umgekehrten Vorzeichen zugeordnet. Die Geschwindigkeit auf dem Rand zwischen den

beiden Elementen (Rand des Strömungsfeldes) wird, wie zuvor beschrieben, durch die Mittelung der

Geschwindigkeiten der Schwerpunkte berechnet. Gilt ~ui,0 = − ~ui,1 beträgt die Geschwindigkeit des Randes
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5 Finite-Volumen-Methode (FVM)

Abbildung 5.3: Zusätzliche Zellenreihe zur Erfüllung der Randbedingungen. Quelle: [1]

0 und erfüllt somit die Haftbedingung [1].

Soll der Fluss einer Strömungsgröße über den Rand verhindert werden, z. B. der Wärmeaustausch über

den Rand, ist die (von-Neumann-) Randbedingung ∂T
∂~n = 0 zu erfüllen. Zur Erfüllung dieser ist dem

Element (i,0) der Wert der Strömungsgröße des Elementes (i,1) zuzuweisen [1].
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6 Lösung algebraischer Gleichungssysteme

6.1 Vorüberlegung

Wie im vorherigen Kapitel beschrieben, ist es möglich, die Erhaltungsgleichungen, welche ein partielles

Differentialgleichungssystem ergeben, unter Einsatz gewisser Approximationen in ein System algebrai-

scher Gleichungen umzuformen. Dieses System ist ggf. nicht entkoppelt. Es gilt, die Unbekannten (die

Strömungsgrößen) des algebraischen Gleichungssystems zu bestimmen.

Das Gleichungssystem besitzt eine hohe Anzahl von Gleichungen sowie Unbekannten. Weiterhin ist das

System innerhalb einer Strömungssimulation in jedem Zeitschritt, d. h. insgesamt in bestimmten Fällen

bis zu 106 mal zu lösen. Folglich ist es von großer Wichtigkeit, das System möglichst effizient zu lösen [3].

6.2 Direkte Methoden

Direkte Methoden wie das Gaußverfahren oder Varianten des Gaußverfahrens, wie z. B. die LU-Faktorzerlegung,

bieten zwar die exakte Lösung linearer Gleichungssysteme, sind jedoch insbesondere bei dünn besetzten

Matrizen verhältnismäßig zeitaufwändig [3]. Für nichtlineare Gleichungssysteme sind sie nicht zu ver-

wenden, weshalb ohnehin weitere Methoden erörtert werden müssen. Für Informationen über direkte

Methoden zur Lösung linearer Gleichungssysteme wird auf [3] verwiesen.

6.3 Iterative Methoden

Iterative Methoden bieten Näherungslösungen von Gleichungssystemen. Der Diskretisierungsfehler ist

in der Regel jedoch weitaus größer als der Fehler der iterativen Lösungsmethode. Dementsprechend

nimmt man den weiteren
”
kleinen“ Fehler zu Gunsten der Effizienz der iterativen Methoden in Kauf. Für

nichtlineare Systeme werden in vielen Fällen iterative Methoden in Verbindung mit weiteren Verfahren,

wie z. B. dem Newton-Verfahren, benutzt [3].

6.3.1 Das Gauss-Seidel-Verfahren (GSV)

Das Gauss-Seidel-Verfahren ist eine iterative Methode zur Lösung beliebiger linearer (algebraischer) Glei-

chungssysteme. Es wird in der Praxis häufig in Verbindung mit Mehrgittermethoden (s. Kap. 6.3.2) für

Strömungsprobleme eingesetzt.
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6 Lösung algebraischer Gleichungssysteme

Zur Erörterung des Verfahrens wird von folgendem Gleichungssystem ausgegangen:
a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...

an1 an2 ... ann

 ·

x1

x2

...

xn

 =


b1

b2

...

bn

 (6.1)

Zur Anwendung des GSV wird jede Zeile i (i = 1,2,...,n) des Systems nach der Unbekannten xi aufgelöst.

Für jede Zeile i gilt dann:

xi =

− i−1∑
j=1

ai,jxj −
n∑

j=i+1

ai,jxj + bi

 · 1

ai,i
(6.2)

Vor dem ersten Iterationsschritt werden sämtliche Unbekannte x1 bis xn mit einem beliebigen Start-

wert belegt. Daraufhin beginnen die Iterationsschritte k = 1,2,..,m, in denen jeweils die Unbekannte

x
(k+1)
i durch im selben Schritt bereits bestimmte Lösungsvariablen bzw. Lösungsvariablen des vorherigen

Schrittes berechnet werden (s. Gl. 6.3 [12] ,[13]).

x
(k+1)
i =

− i−1∑
j=1

ai,jx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

ai,jx
(k)
j + bi

 · 1

ai,i
(6.3)

Die Variable xi wird solange durch Gl. 6.3 neu belegt, bis die Differenz x
(k+1)
i − x(k)

i zweier Iterations-

schritte im Betrag kleiner geworden ist als eine festgelegte Fehlerschranke (Residuennorm).

Das GSV basiert auf dem Jacobi-Verfahren (JV) [12], [13]. Der Unterschied gegenüber dem GSV be-

steht darin, dass beim Jacobi-Verfahren die Berechnung von x
(k+1)
i ausschließlich durch die Variablen des

vorangegangenen Interationsschrittes durchgeführt wird (s. Gl. 6.4).

x
(k+1)
i =

− i−1∑
j=1

ai,jx
(k)
j −

n∑
j=i+1

ai,jx
(k)
j + bi

 · 1

ai,i
(6.4)

Das JV muss in jedem Schritt Variablen zweier Iterationsschritte speichern, benötigt daher doppelt so

viel Speicherplatz.

Ggf. liegen nichtlineare Gleichungssysteme vor. Diese müssen zunächst durch Approximationen linea-

risiert werden. Dies kann u. a. mit Hilfe des Newton-Verfahrens (s. [14]) geschehen. Das linearisierte

Gleichungssystem kann dann wie oben beschrieben gelöst werden [3].

6.3.2 Mehrgitter-Methoden (Multigrid-Methods (MG))

Mehrgittermethoden sind selbst keine Löser von Gleichungssystemen. MG sind Verfahren, die darauf

abzielen, die Konvergenz von iterativen Lösern (z. B. dem GSV) zu beschleunigen. D. h., MG vermindern

die Anzahl an Iterationsschritten des Lösers und machen ihn folglich effizienter.

Die MG verfahren dabei folgendermaßen: Nach wenigen Iterationsschritten auf einem Gitter eines be-

stimmten Diskretisierungsgrades werden die noch nicht annähernd genau genug bestimmten Lösungs-
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6.3 Iterative Methoden

variablen auf ein wesentlich gröberes Gitter übertragen. Mehrere Gitterzellen fallen nun in den Bereich

einer Gitterzelle. Dementsprechend müssen sämtliche Lösungsvariablen dieser Zellen durch Glättung zu

Variablen einer Zelle zusammengefasst werden. Die Iterationsschritte werden dann auf dem gröberen

Gitter um eine bestimmte Anzahl fortgesetzt. Der Aufwand auf einem doppelt so groben Gitter beträgt

im Raum nur 1
8 des Aufwandes auf dem feinen Gitter. Zusätzlich konvergiert das GSV auf dem gröberen

Gitter 4 mal so schnell [3]. Ist eine bestimmte Anzahl an Iterationen auf dem groben Gitter ausgeführt

worden, werden die Lösungsvariablen wieder auf das feine Gitter übertragen. Die Lösungsvariable einer

Gitterzelle auf dem groben Gitter wird der Gitterzelle im Zentrum des Bereichs auf dem feinen Gitter

zugeordnet. D. h. die Gitterzellen zwischen den Zentren sind zunächst nicht mit Variablen belegt. Die-

se Variablen können jedoch durch Interpolation zwischen den Variablen der Zentren ermittelt werden.

Jetzt sind nur noch wenige weitere Iterationsschritte nötig, bis Konvergenz eintritt, also die Differenz der

Variablen zweier Iterationsschritte die Residuennorm unterschritten hat. Man nutzt folglich das grobe

Gitter, um eine hohe Anzahl von Iterationsschritten auf dem feinen Gitter durch eine kleinere Anzahl

von schneller durchführbaren Schritten zu ersetzen.

Zum Vergleich: Zur Lösung der 2D-Laplace-Gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen auf einem 64x64

Gitter braucht das GSV ca. 4500 Schritte, um eine Approximation zu finden, die die wahre Lösung bis

auf einen Fehler (Residuennorm) von 10−5 annähert. Unter Einsatz einer Mehrgitter-Methode (auf Basis

des GSV) bei gleichen Bedingungen sind nur ca. 280 notwendig [3].

Aufgrund der Effizienz der MG benutzt auch OpenFOAM Mehrgitter-Methoden im Zusammenhang mit

dem Gauß-Seidel-Verfahren.
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7 Lösung gewöhnlicher Differentialgleichungen

erster Ordnung

7.1 Allgemeines

Die Impulsgleichungen von instationären Strömungen beinhalten, wie bereits bekannt (vgl. Gl. 3.24-

3.26), neben räumlichen Ableitungen auch eine Ableitung nach der Zeit, die diskretisiert werden muss.

In Kap. 5.2 wurden im Zusammenhang mit der Diskretisierung der instationären, zweidimensionalen

Differentialgleichung erster Ordnung das explizite und das implizite Eulerverfahren bereits vorgestellt.

Die beiden Verfahren sollen im Folgendem detaillierter beschrieben werden. Zusätzlich werden weitere

Verfahren zur Lösung von gewöhnlichen Differentialgleichungen erörtert. Zur Beschreibung der Verfahren

wird das allgemeine Anfangswertproblem1 [3]

dφ (t)

dt
= f (t, φ (t)) ; φ (t0) = φ0 (7.1)

betrachtet. Gesucht ist die Funktion φ (t). Zur numerischen Lösung der Differentialgleichung wird die Zeit

diskretisiert. D. h., es sind nur noch die Funktionswerte von φ an den diskreten Zeitpunkten t1,t2,t3,...,tN

gesucht. Dabei soll vereinfacht gelten, dass tn+1 = tn+∆t. φ (t0) ist durch die Anfangsbedingung bekannt.

Bei Wahl eines ausreichend kleinen Zeitintervalls ∆t bilden alle im Folgenden vorgestellten Verfahren eine

gute Approximation für den zeitlichen Verlauf von φ [3]. Eine sinnvolle Wahl des Zeitintervalls hängt vom

benutzten Verfahren und von der Problemstellung ab.

7.2 Die Eulerverfahren und weitere 2-Ebenen-Methoden

Da f (t, φ (t)) in Gl. 7.1 der infinitisimal kleinen zeitlichen Veränderung von φ entspricht, ist anzunehmen,

dass f (t, φ (t)) auch approximativ die Veränderung von φ in einem kleinen Zeitintervall ∆t beschreibt

(s. Gl. 7.2). Dabei gibt es die Möglichkeiten, f (t, φ (t)) an der zu berechnenden Stelle tn oder oder am

nächsten Zeitpunkt tn + ∆t auszuwerten. Berechnet man die Funktion an der Stelle tn, so spricht man

vom expliziten Eulerverfahren2 (s. Gl. 7.2).

φn+1 − φn

∆t
= f (tn, φ

n) ⇔ φn+1 = φn + f (tn, φ
n) ·∆t (7.2)

Nach Einsetzen der Anfangsbedingung sind jeweils im jedem Zeitschritt alle Größen auf der rechten Seite

der Gl. 7.2 bekannt, sodass φn+1 jeweils direkt berechnet werden kann. Wird die Funktion f (t, φ (t))

1Die räumlich diskretisierten Impulsgleichungen gehören jeweils zu dieser Gruppe.
2Dieses Verfahren wird auch Euler-Vorwärts-Methode genannt.
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7 Lösung gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung

jeweils im Zeitschritt tn + ∆t ausgewertet, liegt das implizite Eulerverfahren3 vor (s. Gl. 7.3).

φn+1 − φn

∆t
= f

(
tn+1, φ

n+1
)
⇔ φn+1 = φn + f

(
tn+1, φ

n+1
)
·∆t (7.3)

Die rechte Seite der Gleichung enthält den unbekannten Funktionswert des Zeitpunktes tn+1. Folglich

kann φn+1 nicht explizit berechnet werden. Die Gleichung muss durch Approximationen oder iterative

Verfahren gelöst werden [3].

Die Eulerverfahren gehören zu den 2-Ebenen-Methoden, da sie zur Berechnung des nächsten Zeitschritts

jeweils Funktionswerte von φ an zwei Stellen benutzen. Weitere 2-Ebenen-Methoden, wie beispielswei-

se die Mittelpunktsregel [3], sind denkbar. Die Mittelpunktsregel verwendet die Funktionswerte von

f (t, φ (t)) des Zeitpunktes tn + 1
2∆t, der genau zwischen tn und tn+1 liegt (s. Gl. 7.4).

φn+1 = φn + f
(
tn+ 1

2
, φn+ 1

2

)
·∆t (7.4)

Ebenfalls ist es möglich, den Mittelwert der Funktionswerte von f (t, φ (t)), ausgewertet an den Stellen

tn und tn+1, zu benutzen. Dies führt zur Trapezregel [3] (s. Gl. 7.5).

φn+1 = φn +
1

2
·
(
f (tn, φ

n) + f
(
tn+1, φ

n+1
))
·∆t (7.5)

Die beiden zuletzt genannten Verfahren verwenden einen im Vorfeld unbekannten Funktionswert, sind

somit ebenfalls implizit. Die Mittelpunktsregel und die Trapezregel sind Verfahren zweiter Ordnung, da

gezeigt werden kann, das der Fehler, den sie produzieren, proportional zu (∆t)2 ist [3]. Sie liefern bei

ausreichend kleinem Zeitintervall ∆t gegenüber Methoden 1. Ordnung (den Eulerverfahren) genauere

Approximationen der Lösung.

Nun stellt sich die Frage, weshalb in bestimmten Fällen der Aufwand betrieben wird, in jedem Zeitschritt

iterativ oder durch Vereinfachungen die Gleichung eines impliziten Verfahrens zu lösen, anstatt ein ex-

plizites Verfahren zu benutzen, welches diesen zusätzlichen Aufwand nicht fordert. Die unterschiedliche

Stabilität der Verfahren liefert die Antwort auf diese Frage.

Eine Methode ist dann stabil, wenn sie eine beschränkte numerische Lösung liefert [3]. Das explizite Eu-

lerverfahren ist nur bedingt stabil, d. h. es liefert nur für ausreichend kleine Zeitschritte eine beschränkte

Lösung. Die oben beschriebenen impliziten Verfahren sind dagegen bedingungslos stabil. Auch wenn die

impliziten Verfahren immer eine beschränkte Lösung zeigen, ist diese nicht immer auch eine physikalisch

plausible Lösung.

Bei Wahl eines ausreichend kleinen Zeitschritts sind alle Verfahren geeignet. Die Wahl eines kleinen Zeit-

schritts bedeutet jedoch, dass insgesamt bei gleicher Simulationsdauer eine höhere Anzahl von Schritten

berechnet werden muss. Dies kostet insbesondere bei langen Simulationszeiten Rechenzeit, die man ver-

meiden möchte. Hier sind implizite Verfahren besser geeignet, da sie verhältnismäßig größere Zeitintervalle

zulassen [3].

3Dieses Verfahren wird auch Euler-Rückwärts-Methode genannt.
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7.3 Prädiktor-Korrektor-Methoden (PKM)

7.2.1 Die Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung (CFL-Bedingung)

Die CFL-Zahl beschreibt die Anzahl der Gitterzellen, die ein Fluid in einem Zeitschritt ∆t durchschreitet.

Für eindimensionale Strömung lautet die CFL-Zahl [3]

CFL =
u ·∆t
∆x

. (7.6)

Bei Verwendung des expliziten Eulerverfahrens ist die CFL-Zahl ein Maß für die Stabilität des Verfahrens.

Ist die Zahl größer als 1, ist das explizite Eulerverfahren instabil. Damit ergibt sich die Bedingung für

die Zeitschrittweite

∆t ≤ ∆x

u
. (7.7)

Wird diese Bedingung eingehalten, ist Stabilität des Verfahrens gewährleistet [3].

7.3 Prädiktor-Korrektor-Methoden (PKM)

Implizite Methoden sind zwar stabiler als ihre expliziten Alternativen, fordern aber die iterative Be-

rechnung einer Gleichung oder ggf. (z. B. bei Anwendung der FVM auf ein Strömungsproblem) eines

Gleichungssystems. Das Ziel der Prädiktor-Korrektor-Methoden ist es, die Vorteile beider Verfahrens-

gruppen zu kombinieren [3].

Die klassische PKM geht dabei folgendermaßen vor:

Eine vorläufige Lösung φn+1∗ wird durch die Euler-Vorwärts-Methode geschätzt (s. Gl. 7.8).

φn+1∗ = φn + f (tn, φ
n) ·∆t (Prädiktorschritt) (7.8)

Unter Verwendung der geschätzten Lösung und der Trapezregel wird dann eine korrigierte Lösung φn+1

bestimmt (s. Gl. 7.9).

φn+1 = φn +
1

2
·
(
f (tn, φ

n) + f
(
tn+1, φ

n+1∗)) ·∆t (Korrektorschritt) (7.9)

Diese Methode ist von 2. Ordnung. Es können auch Methoden höherer Ordnung durch das Einsetzen von

weiteren Zeitpunkten aus vorherigen Schritten oder zwischen tn und tn+1 erzeugt werden. Nutzt man

Zeitpunkte aus der Vergangenheit, so spricht man von Mehrpunkte-Methoden. Diese haben den Nachteil,

dass die ersten Schritte des Verfahrens eine Sonderbehandlung erhalten müssen, da hier ggf. nicht genug

vorherige Zeitschritte vorhanden sind, um die Mehrpunkte-Methode auszuführen. Siehe [3] für weitere

Informationen über diese Verfahren.

Methoden, die zusätzliche Zeitpunkte zwischen tn und tn+1 zur Hilfe nehmen, werden Runge-Kutta-

Methoden genannt [3].

7.4 Runge-Kutta-Methoden (RKM)

Die einfachste RKM ist von 2. Ordnung. Hierzu wird eine abschätzte Lösung φn+ 1
2
∗ bei tn+ 1

2∆t bestimmt.

Diese Lösung wird dann genutzt, um eine korrigierte Lösung φn+1 mit Hilfe der Mittelpunktsregel zu
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7 Lösung gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung

berechnen (s. Gl. 7.10 und Gl. 7.11).

φn+ 1
2
∗ = φn + f (tn, φ

n) · ∆t

2
(7.10)

φn+1 = φn +
(
f
(
tn+ 1

2
, φn+ 1

2
∗
))
·∆t (7.11)

Im Gegensatz zu den Mehrpunkte-Methoden haben die RKM den Vorteil, dass sie auch für die ersten

Zeitschritte anwendbar sind. Sie sind folglich selbststartend [3].

Die RKM 4. Ordnung wird in vielen Fällen in der Praxis eingesetzt. Diese enthält jeweils zwei Prädikator-

und zwei Korrektorschritte. Zunächst wird eine Lösung φn+ 1
2
∗ bei tn+ 1

2
vorgeschätzt. Als zweiter Schritt

folgt die Korrektur von φ an der Stelle tn+ 1
2

durch die Mittelpunktsregel und führt zur Lösung φn+ 1
2
∗∗. Die

bereits korrigierte Lösung φn+ 1
2
∗∗ wird dann verwendet, um eine weitere Lösung φn+1∗ zu schätzen. Als

letzter Schritt folgt ein Simpson-Regel-Endkorrektor, der alle bereits bestimmten Lösungen verwendet,

um die endgültige Lösung φn+1 zu bestimmen (s. Gl. 7.12 - Gl. 7.15) [3].

φn+ 1
2
∗ = φn + f (tn, φ

n) · ∆t

2
(7.12)

φn+ 1
2
∗∗ = φn + f

(
tn+ 1

2
, φn+ 1

2
∗
)
· ∆t

2
(7.13)

φn+1∗ = φn + f
(
tn+ 1

2
, φn+ 1

2
∗∗
)
·∆t (7.14)

φn+1 = φn +
[
f (tn, φ

n) + 2f
(
tn+ 1

2
, φn+ 1

2
∗
)

+ 2f
(
tn+ 1

2
, φn+ 1

2
∗∗
)

+ f
(
tn+1, φ

n+1∗)] · ∆t

6
(7.15)

Runge-Kutta-Methoden benötigen gegenüber den bisher vorgestellten Methoden mehr Rechenzeit für

einen Zeitschritt. Sie sind allerdings stabiler und genauer und werden daher gerne in der Praxis einge-

setzt. Es existieren RKM 5. Ordnung, die durch einen zusätzlichen Schritt eine Fehlerabschätzung bzw.

Fehlerkontrolle erlauben [3]. RKM 5. Ordnung sind u. a. in der Software OpenFOAM implementiert.
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8 Die SIMPLE-Methode

Betrachtet werden die in Kap. 3 hergeleiteten Erhaltungsgleichungen für inkompressible, isotherme Strömun-

gen newtonscher Fluide.

Kontinuitätsgleichung

∂

∂x
(u) +

∂

∂y
(v) +

∂

∂z
(w) = 0 (8.1)

Impulsgleichungen

∂u

∂t
+ u · ∂u

∂x
+ v · ∂u

∂y
+ w · ∂u

∂z
+

1

ρ
· ∂p
∂x
− ν ·

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
= 0 (8.2)

∂v

∂t
+ u · ∂v

∂x
+ v · ∂v

∂y
+ w · ∂v

∂z
+

1

ρ
· ∂p
∂y
− ν ·

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
+
∂2v

∂z2

)
= 0 (8.3)

∂w

∂t
+ u · ∂w

∂x
+ v · ∂w

∂y
+ w · ∂w

∂z
+

1

ρ
· ∂p
∂z
− ν ·

(
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
+
∂2w

∂z2

)
= 0 (8.4)

Wie in Kap. 3 angesprochen, ist die Kontinuitätsgleichung nicht als eigenständige Gleichung, sondern als

Nebenbedingung der Impulsgleichungen anzusehen, da diese bereits zur Herleitung der Impulsgleichungen

verwendet wurde. Die oben dargestellten Erhaltungsgleichungen bilden also ein System von 3
”
echten“

Gleichungen mit den 4 Unbekannten u,v,w und p bzw. ∂p
∂xi

unter einer Nebenbedigung, die ausschließ-

lich u,v,w betreffen [1], [3]. Die SIMPLE1-Methode ist u. a. ein iteratives Verfahren zur Lösung dieses

Gleichungssystems. Für die Zeitdiskretisierung der Impulsgleichungen wird dabei ein explizites (hier bei-

spielsweise die Euler-Vorwärts-Methode2) Verfahren verwendet (s. Gl. 8.5 bzw. Gl. 8.63 [1]. Dies führt

zu:
∂

∂x

(
un+1

)
+

∂

∂y

(
vn+1

)
+

∂

∂z

(
wn+1

)
= 0 (8.5)

un+1 − un

∆t
+ u · ∂u

n

∂x
+ v · ∂u

n

∂y
+ w · ∂u

n

∂z
+

1

ρ
· ∂p

n

∂x
− ν ·

(
∂2un

∂x2
+
∂2un

∂y2
+
∂2un

∂z2

)
= 0 (8.6)

Durch die Verwendung des Druckes aus dem vorangegangenen Zeitschritt, erfüllen un+1, vn+1, wn+1 nicht

die Kontinuitätsgleichung. Daher wird der Druck des Schrittes n+ 1 in die Impulsgleichungen eingesetzt.

1SIMPLE: Semi implicit method for pressure linked equations
2Andere explizite Methoden wie die Runge-Kutta-Methoden sind ebenfalls möglich.
3Aus Platzgründen ist nur die Impulsgleichung für die x-Richtung dargestellt. Die übrigen Impulsgleichungen gestalten sich

analog.
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8 Die SIMPLE-Methode

Dies führt zu einer semi-impliziten Behandlung der Impulsgleichungen (s. Gl. 8.7 bzw. Gl. 8.8).

∂

∂x

(
un+1

)
+

∂

∂y

(
vn+1

)
+

∂

∂z

(
wn+1

)
= 0 (8.7)

un+1 − un

∆t
+ u · ∂u

n

∂x
+ v · ∂u

n

∂y
+ w · ∂u

n

∂z
+

1

ρ
· ∂p

n+1

∂x
− ν ·

(
∂2un

∂x2
+
∂2un

∂y2
+
∂2un

∂z2

)
= 0 (8.8)

Um das System zu lösen, wird es zunächst, z. B. mit Hilfe der FVM (siehe. Kap. 5) räumlich diskretisiert.

Der SIMPLE-Algorithmus führt dann folgendermaßen zur endgültigen numerischen Lösung [1], [3]:

1. Die jeweils aus dem vorangegangenen Schritt oder aus der Anfangsbed. bekannten Geschwindigkei-

ten un, vn, wn sowie eine Schätzung des Drucks pn+1∗ werden in die Impulsgleichungen eingesetzt.

2. Die Geschwindigkeiten un+1, vn+1, wn+1 werden berechnet und in die Kontinuitätsgleichung einge-

setzt.

3. Ist die Kontinuitätsgleichung näherungsweise erfüllt bzw. liegt der Fehler b unterhalb einer gewissen

Fehlerschranke, ist ein Iterationsschritt abgeschlossen. Es kann zur Berechnung der Geschwindig-

keitskomponenten und des Drucks des folgenden Zeitpunktes wieder bei Schritt 1 begonnen werden.

4. Ist der Fehler b dagegen zu groß, wird der Druck-Korrektor p′ berechnet. Dieser kann über die

Poisson-Gleichung

∇2p′ = −b (8.9)

bestimmt werden. Die Summe aus p∗ und p′ bildet die Schätzung des Druckes im nächsten Versuch.

Es wird wieder bei Schritt 1 unter Verwendung der neuen Schätzung begonnen.

Die Software OpenFOAM verwendet u. a. den SIMPLE-, sowie den PISO-Algorithmus. Der PISO-

Algorithmus ist eine erweiterte Variante des SIMPLE-Verfahrens. Für weitere Informationen über diese

Algorithmen wird auf [3], [1] verwiesen.
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9 Turbulente Strömungen

9.1 Allgemeines

In laminaren Strömungen sind geordnete Stromlinien sehr gut sichtbar. Hier tritt wenig bis gar kein

Energieaustausch zwischen den Stromlinien auf. Dagegen treten in turbulenten Strömungen zu einem

erheblichen Anteil Wirbelstrukturen auf, die aus Schwankungen der Strömungsgrößen entstehen. Diese

Abbildung 9.1: Rohrströmung. Laminar (links) und turbulent (rechts). Quelle: [2]

•

(a) Düsenstrahl im Rohr. (b) Wirbelsturm in der Jupiteratmosphäre.

Abbildung 9.2: Turbulente Strömungen. Quelle: [4], [2]

Schwankungen sind nur stochastisch beschreibbar. Der exakte Verlauf der Schwankungen ist daher nicht
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9 Turbulente Strömungen

vorhersehbar. Turbulenz bedeutet u. a. Durchmischung, Verteilung bzw. Diffusion von Energie [4].

Energieaustausch oder Durchmischung findet in turbulenten Strömungen in allen drei Dimensionen statt.

Daher sind zweidimensionale Strömungs- bzw. Turbulenzmodelle stets als Vereinfachung der realen Ge-

gebenheiten anzusehen [2].

Turbulenz tritt erst dann auf, wenn Störungen in eine (noch nicht turbulente) Strömung eingebracht

werden. Turbulenz kann z. B. durch Wandreibung oder Reibung an Scherströmungen induziert werden

[4]. Der Grad der Turbulenz kann über die Reynoldszahl beschrieben werden. Je höher die Reynolds-

zahl, desto intensiver treten im Allgemeinen Fluktuationen, Schwankungen und Energieaustausch in der

Strömung auf. D. h. die Strömung wird mit höherer Reynoldszahl turbulenter. Die Reynoldszahl ist

allgemein folgermaßen definiert [2]:

Re =
u∞ · lref

ν
(9.1)

Dabei ist u∞ eine Referenzgeschwindigkeit, z. B. die Geschwindigkeit am Einlass eines Strömungsfeldes.

lref ist eine Referenzlänge. Bei der Umströmung eines Körpers kann das z. B. eine Seitenlänge des Körpers

sein. ν beschreibt die kinematische Viskosität des strömenden Fluids. In welchem Bereich eine Strömung

laminar ist, bzw. wann sie in eine turbulente Strömung übergeht, ist vom Strömungsszenario abhängig.

Bei der Kreiszylinderumströmung treten ab einer Reynoldszahl von ca. 200 turbulente Strukturen auf

[16], [15]. Abb. 9.3 zeigt die Geschwindigkeit eines Punktes in einer Rohrströmung bei verschiedenen

Reynoldszahlen. Durch die steigende Intensität und Quantität von Fluktuationen mit höherer Reynolds-

zahl ist der Übergang der Strömung vom laminaren zum turbulenten Zustand sichtbar.

Abbildung 9.3: Geschwindigkeit eines Punktes in einer Rohrströmung bei verschiedenen Reynoldszahlen.
Quelle: [4]

Energiespektrum

Wirbel (turbulente Strukturen) treten in verschiedenen Größenordnungen auf.
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9.1 Allgemeines

a) Große Skalen (Large scale/Integral scale): Turbulenz wird zunächst in Form von großen1(energiereichen)

Wirbeln z. B. durch Wandreibung in einer Rohrströmung induziert. Diese Wirbel sind anisotrop

und inhomogen.

b) Inertialbereich (Inertial subrange): Große Wirbel zerfallen in kleinere Wirbel, die dann wiederum in

kleinere Wirbel zerfallen. Die Energie wird dabei auf die kleineren Wirbel übertragen. Umwandlung

der Energie in Wärme findet noch nicht statt.

c) Dissipative Skalen (Dissipation scale): Sind die Wirbellängen der Strukturen kleiner geworden als

die Kolmogorov-Länge

Lk =

(
ν3

ε

)1/4

(9.2)

(ε entspricht hier der Dissipationsrate der turbulenten kinetischen Energie), dissipieren die Wirbel.

Die Energie wird dabei in Wärme umgewandelt. Wirbel in dieser Skala sind hauptsächlich homogen

und isotrop.

Abb. 9.4 zeigt den Zusammenhang zwischen Wellenzahl k und Energie E einer turbulenten Struktur.

Abbildung 9.4: Energiespektrum von turbulenten Wirbeln. Quelle: [4]

1Mit großen Wirbeln sind hier Wirbel gemeint, die eine große Wellenlänge und große Geschwindigkeitsfluktuationen auf-
weisen.
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9 Turbulente Strömungen

9.2 Möglichkeiten zur Modellierung von turbulenten Strömungen

9.3 DNS

Mit Hilfe der Navier-Stokes-Gleichungen lassen sich alle Eigenschaften einer Strömung abbilden. Folg-

lich können auch alle turbulenten Strömungen durch die Navier-Stokes-Gleichungen modelliert werden.

Um die Eigenschaften einer Strömung korrekt zu reproduzieren, müssen jedoch auch die Strukturen der

dissipativen Skala (siehe. vorheriges Unterkapitel) abgebildet werden. Dies kann nur dann geschehen,

wenn die Zellgröße des numerischen Gitters mindestens so klein ist wie die Kolmogorov-Länge. Diese

bewegt sich meist im Mikrometerbereich. Für Strömungszenarien mit Ausdehnungen im unteren Meter-

bereich (Ausdehnung eines Windkanals) wären 106 Gitterpunkte in jeder Koordinatenrichtung, folglich

1018 Gitterpunkte insgesamt notwendig. Selbst bei Einsatz von Großrechnern ist der Rechen- und Spei-

cheraufwand nicht tragbar. Weiterhin muss das Zeitintervall zwischen den Berechnungen von Zeitpunkten

der Strömung aufgrund der Courant-Bedingung sehr klein gewählt werden. Dementsprechend zeitintensiv

ist die Simulation2.

Eine Simulation ohne Einsatz eines Turbulenzmodells wird DNS (Direct-Numerical-Simulation) genannt.

DNS wird aufgrund des hohen Rechen- und Speicheraufwandes eher zu Forschungszwecken gebraucht,

z. B. um die Phänomene der Turbulenz besser verstehen zu können. Mit neuen Erkenntnissen über die

Turbulenz, gewonnen durch DNS-Simulationen, können und werden andere Turbulenzmodelle, die eher

für praktische Zwecke genutzt werden, verbessert, kalibriert oder auch validiert [4], [1], [3], [2].

9.4 RANS

Reynolds-Average-Navier-Stokes-Equations (RANS) ist ein Modellansatz, der sich auf die Berechnung

eines zeitlich gemittelten Wertes der Strömungsgrößen beschränkt. Dieser Ansatz kann dementsprechend

viele Phänomene der Turbulenz nicht abbilden. Dennoch kann der Ansatz, je nachdem, welche Eigen-

schaften der Strömung untersucht werden sollen, diese hinreichend genau reproduzieren. Abb. 9.5 zeigt

die Umströmung eines Quaders jeweils mit Hilfe einer direkten numerischen Simulation bzw. einer RANS-

Simulation. Um die RANS-Gleichungen herzuleiten, wird zunächst jede Strömungsgröße3 ϕ (~x,t) in einen

zeitlich gemittelten Wert ϕ (~x) und eine Schwankung ϕ′ (~x,t) um diesen Mittelwert geteilt. Es gilt also:

ϕ (~x,t) = ϕ (~x) + ϕ′ (~x,t) (9.3)

Dabei lässt sich der Mittelwert mit Hilfe der Integration über ein genügend großes Zeitintervall ∆t

berechnen:

ϕ (~x) =
1

∆t

∫ T+∆t

T
ϕ (~x,t) dt (9.4)

Sämtliche Strömungsgrößen werden nun in der Kontinuitäts- und in den Impulsgleichungen durch die

Summe aus Mittelwert und Schwankung ersetzt.4 Dies ist hier exemplarisch für die Kontinuitätsgleichung

2Größenordnung: Monate
3Bei isothermen, inkompressiblen Strömungen sind die Strömungsgrößen p (~x,t) ,u (~x,t) ,v (~x,t) ,w (~x,t) zu betrachten.
4Bei nicht isothermen und/oder kompressiblen Strömungen gilt dies auch für die Energiegleichung.
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9.4 RANS

Abbildung 9.5: Vergleich einer RANS-Simulation (links) und einer DNS-Simulation (rechts). Quelle: [4]

getan worden:
∂ (u+ u′)

∂x
+
∂ (v + v′)

∂y
+
∂ (w + w′)

∂z
= 0 (9.5)

Jeder Term der betrachteten Gleichungen wird gemittelt. Wiederum ist dies exemplarisch für die Konti-

nuitätsgleichung getan worden:

∂ (u+ u′)

∂x
+
∂ (v + v′)

∂y
+
∂ (w + w′)

∂z
= 0 (9.6)

Berechnung der Mittelung ist gegenüber der Berechnung der Summation bzw. der Ableitung vertauschbar.

Gl. 9.6 lässt sich also in folgende Gleichung umformen:

∂
(
u+ u′

)
∂x

+
∂
(
v + v′

)
∂y

+
∂
(
w + w′

)
∂z

= 0 (9.7)

Der Mittelwert der Schwankung ist per Definition Null. Der Mittelwert des Mittelwerts ist der Mittelwert

selbst. Man erhält folglich:
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0 (9.8)

Diese Gleichung ist identisch mit der ursprünglichen Kontinuitätsgleichung, jedoch bestehen die Unbe-

kannten jetzt aus den zeitlich gemittelten Geschwindigkeiten. Die linearen Terme der Impulsgleichungen

bleiben ebenfalls nach Mittelung in ihrer Form identisch. Die Impulsgleichungen enthalten jedoch auch

nichtlineare Terme, in denen die Schwankung ϕ′ enthalten bleibt. Betrachtet wird beispielsweise der
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9 Turbulente Strömungen

Teilterm des nichtlinearen Anteils der Impulsgleichungen

∂u2

∂x
=
∂ (u+ u′) · (u+ u′)

∂x
. (9.9)

Der Term lässt sich vereinfachen zu

∂
(
u2 + 2uu′ + u′2

)
∂x

=
∂u2

∂x
+
∂u′2

∂x
. (9.10)

Die Mittelung und die Potenzierung der Fluktuation u′ lässt sich nicht vertauschen, sodass der zuletzt

genannte Term nicht weiter vereinfacht werden kann. Dies bedeutet, dass die Fluktuation u′ (bzw. v′ und

w′) als Unbekannte in den Impulsgleichungen vorkommt. Die gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen für

isotherme, inkompressible Strömungen lauten also [1]:

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0, (9.11)

ρ

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
= − p

∂x
+ µ

(
∂2u

∂2x
+
∂2u

∂2y
+
∂2u

∂2z

)
−
(
∂

∂x
ρu′2 +

∂

∂y
ρu′v′ +

∂

∂z
ρu′w′

)
, (9.12)

ρ

(
u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

)
= − p

∂y
+ µ

(
∂2v

∂2x
+
∂2v

∂2y
+
∂2v

∂2z

)
−
(
∂

∂x
ρv′u′ +

∂

∂y
ρv′2 +

∂

∂z
ρv′w′

)
, (9.13)

ρ

(
u
∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z

)
= − p

∂z
+ µ

(
∂2w

∂2x
+
∂2w

∂2y
+
∂2w

∂2z

)
−
(
∂

∂x
ρw′u′ +

∂

∂y
ρw′v′ +

∂

∂z
ρw′2

)
, (9.14)

Die Ableitung des Mittelwerts nach der Zeit ∂ui
∂t wird in einigen Fällen in den Impulsgleichungen hinzu-

gefügt, obwohl sie mathematisch Null entspricht. Einerseits ist die Ableitung bei der numerischen Integra-

tion hilfreich, andererseits kann eine turbulente Strömung auf einer langsamen Zeitskala (im Vergleich zu

Perioden von Turbulenzfluktuationen) instationär sein. Die Ableitung hat folglich auch eine physikalische

Bedeutung [1]. Das Gleichungssystem, das durch Kontinuitätsgleichung und Impulsgleichungen aufgestellt

wird, enthält folglich nun drei weitere Unbekannte u′,v′,w′, was die Lösung des System unmöglich macht

[1].

Die zusätzlich entstandenen Terme, die auch als turbulente Spannungen oder Reynoldsspannungen be-

kannt sind, müssen durch weitere Überlegungen bestimmt werden.
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9.4 RANS

Die Matrixnotation der Reynoldsspannungen lautet:

τRe = −ρ

u′u′ u′v′ u′w′

v′u′ v′v′ v′w′

w′u′ w′v′ w′w′

 (9.15)

Die Indexnotation der Reynoldsspannungen lautet, wenn gilt: u = u1; v = u2;w = u3 bzw. x = x1; y =

x2; z = x3:

τRe,ij = −ρu′iu′j (9.16)

9.4.1 Die Boussinesq-Hypothese

Nach Boussinesq können die Reynoldsspannungen über eine turbulente Viskosität µt ausgedrückt werden:

−u′iu′j = 2µtSij −
2

3
kδij (9.17)

mit

Sij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, (9.18)

k =
1

2
u′iu
′
i und (9.19)

δij =

0 wenn i 6= j

1 wenn i = j
(9.20)

Die turbulente Viskosität µt kann mit Hilfe diverser Modelle bestimmt werden. Sämtliche Modelle, die

auf der Verwendung einer turbulenten Viskosität beruhen, setzen voraus, dass die Turbulenz als isotrop

angesehen werden kann. Turbulenz ist in der Realität jedoch in der Regel anisotrop. Dennoch können

diese Modelle die mittleren Strömungsgrößen in vielen Fällen hinreichend exakt berechnen. Die Turbu-

lenzmodelle werden in folgende Modellklassen unterteilt: [1], [4]

• Nullgleichungsmodelle: Hier wird µt direkt in Abhängigkeit der Strömungsgrößen oder Ableitungen

der Strömungsgrößen berechnet. Zu dieser Modellklasse gehören u. a. das Cebeci-Smith-Modell [4]

und das Baldwin-Lomax-Modell [1].

• Eingleichungstransportmodelle: Diese Modelle gehen davon aus, dass Turbulenz an einer Stelle

erzeugt wird, diese transportiert (konvektiert und/oder diffundiert) wird und an einer anderen

Stelle dissipiert. Hierzu wird zusätzlich zu den Navier-Stokes-Gleichung eine Gleichung eingeführt,

die die Eigenschaften von Erzeugung, Transport und Dissipation der Turbulenz beschreibt. Diese

Gleichung muss wie die Navier-Stokes-Gleichungen in jedem Zeitschritt gelöst werden. Das Spalart-

Allmaras-Modell ist z. B. ein Eingleichungstransportmodell [1].

• Zweigleichungstransportmodelle: Diese Modelle unterscheiden sich von den Eingleichungstransport-

modellen durch die Verwendung einer weiteren (zusätzlichen) Gleichung, die die Erzeugung, Trans-
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9 Turbulente Strömungen

port und die Dissipation der Turbulenz beschreibt. Als Beispiele sind hier das k-ε-Modell und das

k-ω-Modell zu nennen. Das k-ε liefert bei akzeptablem Berechnungsaufwand in vielen Strömungs-

szenarien ausreichend gute Ergebnisse. Weiterhin kann es als robust eingestuft werden, da es um-

empfindlich auf Veränderung von Randbedingungen im Einströmbereich reagiert [1].

Daher wird das k-ε-Modell in einer Großzahl von Anwendungen genutzt.

9.4.2 Das k-ε-Modell

Laut Turbulenztheorie ist es hinreichend, die Eigenschaften der Turbulenz durch zwei Parameter zu be-

schreiben. Dementsprechend wird die Turbulenz oft durch ein charakteristisches Zeit- und Längenmaß

beschrieben [1].

Das k-ε-Modell benutzt den Parameter k, der die turbulente kinetische Energie (Intensität der Turbu-

lenz) repräsentiert, und den Parameter ε, der die Dissipationsrate der turbulenten kinetischen Energie

repräsentiert. Die Gleichung

µt = ρCµ
k2

ε
(9.21)

beschreibt die Berechnung der Wirbelviskosität µt über die beiden Parameter k und ε. Cµ ist eine empiri-

sche Konstante. k und ε selbst sind Lösungen eines Differentialgleichungssystems (mit zwei Gleichungen),

welches Produktion, Konvektion, Diffusion und Dissipation der turbulenten Strukturen beschreibt [1].

Gl. 9.22 und Gl. 9.23 zeigen die beiden Gleichungen des Systems.

ρ
k

t
+ ρuj

∂k

∂xj
= µt

∂ui
∂xj

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
+

∂

∂xj

[
µ
∂k

∂xj
+

∂k

∂xj
+
µt
σk

∂k

∂xj

]
− ρε (9.22)

∂ε

∂t
+ ρuj

∂ε

∂xj
= Cε1

ε

k
µt
∂ui
∂xj

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
+

∂

∂xj

[
µ
ε

∂xj
− µt
σε

∂ε

∂xj

]
− Cε2ρ

ε2

k
(9.23)

In Worten ausgedrückt müssten die Gleichungen 9.22 und 9.23 jeweils lauten:

Konvektion = Produktion + Diffusion - Dissipation

Die Modellparameter des Standard-k-ε-Modells sind so kalibriert worden, dass eine möglichst große Zahl

an Strömungsszenarien gut abgebildet werden können [1]:

Cµ = 0,09, σk = 1,0, σε = 1,3, Cε1 = 1,44, Cε2 = 1,92 (9.24)

9.4.3 Turbulenz im Wandbereich

Nach Prandtl existieren aufgrund der Wandreibung zwei verschiedene Strömungsbereiche [17].

1. Die sogenannte Grenzschicht beschreibt die Strömungsschicht, die aufgrund ihrer unmittelbaren

Nähe zur Wand reibungsbehaftet ist.

2. Im inneren Bereich der Strömung, d. h. in sämtlichen wandfernen Bereichen, die nicht zur Grenz-

schicht gehören, existiert eine reibungsfreie Strömung.
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9.4 RANS

In der Grenzschicht herrscht ein erhöhter Impulsaustausch, der durch die Turbulenz an der Wand hervor-

gerufen wird. Dies führt dazu, dass die Geschwindigkeiten in dieser Schicht, trotz ihrer geringen Ausdeh-

nung, stark varieren. An der Wand ist die Geschwindigkeit offensichtlich Null. Dann steigt sie innerhalb

der Grenzschicht schnell an (s. Abb. 9.6). Aus der Tatsache, dass die Geschwindigkeit direkt an der Wand

Null beträgt, muss folgen, dass es einen Bereich unmittelbar an der Wand gibt, dessen Geschwindigkeit so

gering ist, dass die Strömung laminar verläuft. Dieser Bereich wird als viskose Unterschicht bezeichnet.

Diese Schicht ist sogar im Verhältnis zur Grenzschicht klein. Um folglich Turbulenz im Wandbereich,

die einen entscheidenen Einfluss auf die generelle Strömung haben kann, korrekt zu reproduzieren, muss

die viskose Unterschicht in der numerischen Simulation abgebildet werden. D. h. Randzellen an Wänden

müssen mindestens so klein sein wie die viskose Unterschicht [17].

Abbildung 9.6: Universelles Geschwindigkeitsgesetz in einer Rohrströmung. Quelle: [1]

9.4.4 Wandfunktionen

Sehr kleine Zellen an den Wänden einzusetzen, bedeutet schon allein aufgrund der Courant- Bedingung

bei einer RANS-Simulation einen erheblichen zusätzlichen Aufwand. Um diesen zusätzlichen Aufwand zu

vermeiden, werden Geschwindigkeiten in der Grenzschicht, anstatt sie über die Navier-Stokes-Gleichungen

zu ermitteln, durch sogenannte Wandfunktionen modelliert.

Hierfür wurden von Prandtl die dimensionslosen Größen Wandabstand [1]

y+ =
yuτ
ν

(9.25)

und Geschwindigkeit

u+ =
u

uτ
(9.26)

mit

uτ =

√
τw
ρ

(9.27)
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9 Turbulente Strömungen

bzw.

τw = µ ·
(
∂u

∂y

)
w

(9.28)

eingeführt, um Resultate verschiedener Simulationen, unterschiedlicher Geometrie, Anströmgeschwindig-

keit und Viskosität, vergleichen zu können.

Im Vergleich mit DNS-Simulationen und Experimenten hat sich gezeigt, dass die Einteilung der turbu-

lenten Grenzschicht bei der Erstellung der Wandfunktion in drei Bereiche sinnvoll ist (siehe. Abb. 9.7).

So wird der erste Bereich, die viskose Unterschicht (im Bereich von 0 < y+ < 5), durch die Wandfunktion

u+ = y+, (9.29)

dagegen der logarithmische Bereich (30 < y+ < 350− 800 (s. Abb. 9.7)) durch die Funktion

u+ =
1

κ
· ln
(
y+
)

+ C (9.30)

mit

κ ≈ 0,4 und C ≈ 5,5 (9.31)

modelliert [1]. Geschwindigkeiten im Übergangsbereich (5 < y+ < 30) werden durch Interpolation er-

mittelt. Abb. 9.7 zeigt, dass die Wandfunktionen sehr gut das Geschwindigkeitsprofil, ermittelt durch

Abbildung 9.7: Geschwindigkeitsprofil in der Grenzschicht. Quelle: [1]

Experimente und DNS-Simulationen, reproduzieren.

54



9.5 LES

9.4.5 Reynoldsspannungsmodelle

Reynoldsspanungsmodelle greifen nicht auf die Verwendung einer Wirbelviskosität bzw. auf die Boussinesq-

Hypothese zurück. Jede einzelne Reynoldsspannung τij wird hier über eine separate Differentialgleichung

bestimmt.

Es existieren neun Reynoldsspannungen. Aufgrund der Vertauschbarkeit der Indizes sind drei Spannung

mit drei anderen identisch. Es werden folglich sechs Differentialgleichungen (zusätzlich zu den Erhal-

tungsgleichungen) benötigt, um sämtliche Reynoldsspannungen zu berechnen. Die Form der Gleichungen

ist an die Impulsgleichung angelehnt. Sie lautet vereinfacht [2]:

∂τij
∂t

+ uk
∂τij
∂xk

= −τik
∂uj
∂xk
− τjk

∂ui
∂xk
− εij +Πij +

∂

∂xk

[
ν
∂τij
∂xk

+ Cijk

]
(9.32)

In Worten ausgedrückt lautet die Gleichung

Konvektion = - Produktion (zwei Summanden) - Dissipation + Dilation + Diffusion. (9.33)

Die unbekannten Größen εij , Πij und Cijk werden in Abhängigkeit der Fluktuationen u′ und p′ modelliert

(s. Gl. 9.34- 9.36).

εij = 2µ
∂u′i
∂xk
·
∂u′j
∂xk

(9.34)

Πij = p′
(
∂u′i
∂xj

+
u′j
∂xi

)
(9.35)

Cijk = ρu′iu
′
ju
′
k + p′u′iδik + p′u′jδik (9.36)

Reynoldsspanungsmodelle sind fähig, anisotrope turbulente Strukturen abzubilden [2], [1]. In bestimmten

Strömungen liefert diese Fähigkeit entscheidene Vorteile. Diese Vorteile haben ihren Preis. Im Gegensatz

zu den Zwei-Gleichungs-Transportmodellen müssen hier statt zwei sechs zusätzliche Gleichungen in jedem

Zeitschritt gelöst werden. Der Rechenaufwand erhöht sich dementsprechend.

9.5 LES

Die Grobstruktursimulation (Large-Eddy-Simulation (LES)) ist neben der DNS und der RANS-Simulation

eine Möglichkeit zur Modellierung von turbulenten Strömungen. Grobstruktursimulationen können tur-

bulente Strömungen wesentlich detaillierter bzw. genauer reproduzieren als RANS-Simulationen [4]. Zur

Erstellung einer LES-Modellierung ist ein höherer numerischer Aufwand zu führen (s. Abb. 9.8). Trotz des

erhöhten numerischen Aufwands gewinnen LES-Simulationen immer mehr an Bedeutung, aufgrund der

stetigen Weiterentwicklung von Hochleistungsrechnern. Wie bereits bekannt, werden turbulente Struktu-

ren als große Wirbel produziert, zerfallen dann in kleinere Skalen und werden schließlich durch Reibung

aufgezehrt (dissipieren), wenn ihre Größe kleiner geworden ist als die Kolmogorov-Länge. Die Idee, die sich

hinter der Grobstruktursimulation verbirgt, besteht darin, die großskaligen Strukturen über die Navier-

Stokes-Gleichungen abzubilden und die Wirbel, die kleiner sind als eine bestimmte Größe, zu modellieren.
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9 Turbulente Strömungen

Abbildung 9.8: Numerischer Aufwand und Qualität der drei gängigen Verfahren zur Abbildung von tur-
bulenten Strömungen. Quelle: [17]

Die Filterweite ∆x′ bestimmt die Größe, ab welcher Strukturen modelliert werden sollen. Entspricht die

Filterweite der Zellengröße des numerischen Gitters, so spricht man von einer impliziten Filterung [4].

D. h., durch die (zu geringe) Gitterauflösung werden kleinskalige turbulente Strukturen nicht über die

Erhaltungsgleichungen abgebildet (herausgefiltert). Daher werden diese Skalen auch Sub-Gitter-Skalen

Abbildung 9.9: Gasjetsimulation: Vergleich von Experiment, RANS- und LES-Simulation. Quelle: [4]

(sub-grid-scale) genannt. Die Strukturen dieser Skalen müssen folglich modelliert werden [4], [3], [1], [17].

Ist die Filterweite ∆x′ größer als die Zellengröße des numerischen Gitters, findet eine explizite Filte-

rung statt. Die Filterung einer Strömungsgröße ϕ geschieht in diesem Fall durch Multiplikation mit einer
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Filterfunktion G (x′) und anschließender räumlicher Mittelung über das Intervall der Filterweite ∆x′:

〈u (~x,t)〉 =
1

∆x′

∫ ∆x′/2

−∆x′/2
u
(
~x− ~x′,t

)
·G
(
x′,σ

)
dx′ (9.37)

Die Gaußfunktion dient dabei u. a. als Filterfunktion. Durch ihre Verwendung erreicht man eine nach

der Gaußverteilung gewichtete räumliche Mittelung (ähnlich einer Glättung) der Strömungsgröße ϕ über

das Intervall der Filterweite ∆x′ (s. Abb. 9.10). Durch die Mittelung werden kleinskalige Schwankungen

herausgefiltert [1]. Andere Filterfunktionen, wie z. B. der Boxfilter (s. [17]), werden ggf. alternativ zur

Abbildung 9.10: Filterung einer Strömungsgröße in Großstruktursimulationen durch den Gauß-Filter.
Quelle: [1]

Gaußfunktion eingesetzt.

Unabhängig davon, ob die gefilterte Strömungsgröße 〈ϕ (~x,t)〉 durch eine implizite oder explizite Filte-

rung entstanden ist, kann die ursprüngliche Strömungsgröße ϕ (~x,t) in die gefilterte Größe und in einen

Schwankungswert aufgeteilt werden:

ϕ (~x,t) = 〈ϕ (~x,t)〉+ ϕ′ (~x,t) (9.38)

In Analogie zur RANS-Formulierung werden die Strömungsgrößen in Form der Summe ihrer Anteile in

die Navier-Stokes-Gleichungen eingesetzt und die bereits bekannte Filterung auf sämtliche Terme der

Navier-Stokes-Gleichung angewendet.

Nach Filterung und Termumformungen ergeben sich folgende Gleichungen (Kontinuitätsgleichung und

Impulsgleichungen (in der Einsteinschen Summenkonvention)) [1]:

∂〈ui〉
∂xi

= 0 (9.39)
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ρ

[
∂〈ui〉
∂t

+
∂

∂xj
(〈ui〉〈uj〉)

]
= − ∂p

∂xi

+
∂

∂xj

[
µ

(
∂〈ui〉
∂xj

+
∂〈uj〉
∂xi

)
− ρ

(
〈u′iu′j〉+ 〈〈ui〉u′j〉+ 〈u′i〈uj〉〉

)]
(9.40)

Analog zu den RANS-Gleichungen ergeben sich Terme, die den Schwankungswert u′ enthalten. Diese

Terme müssen modelliert werden, damit das Gleichungssystem von Kontinuitätsgleichung und Impuls-

gleichungen lösbar bleibt. Zum einen müssen die Feinstrukturspannungen

τ sgsij = ρ〈u′iu′j〉 (9.41)

modelliert werden [1]. Weiterhin sind die sogenannten Cross-Terme

〈ui〈u′j〉〉+ 〈u′i〈uj〉〉 (9.42)

zu modellieren, falls die Filterung mit einer nichtlinearen Filterfunktion durchgeführt wurde.

Denn in diesem Fall gilt [3]:

〈uiuj〉 6= 〈ui〉〈uj〉 (9.43)

Trotz der Nutzung eines nichtlinearen Filters werden die Cross-Terme in einigen Anwendungen ver-

nachlässigt [1].

Zur Modellierung der Feinstrukturspannungen werden ausschließlich Wirbelviskositätsmodelle verwendet.

Hierzu kann wieder die Boussinesq-Hypothese herangezogen werden [4],[1]:

τ sgsij = µsgs

(
∂〈ui〉
∂xj

+
∂〈uj〉
∂xi

)
= ρνsgs · 2Sij (9.44)

Zur Berechnung der Wirbelviskosität νsgs können Wirbelviskositätsmodelle verwendet werden, die schon

bei RANS-Modellierung Anwendung gefunden haben, wie z. B. das k-ε-Modell. Ein weiteres Wirbelvis-

kositätsmodell ist das Smagorinsky-Lilly-Modell, das in der Regel ausschließlich für LES-Simulationen

genutzt wird. Da dieses Modell in dieser Arbeit zur Durchführung von LES-Simulationen Anwendung

findet, wird es im Folgenden näher erörtert.

9.5.1 Das Smagorinsky-Lilly-Modell

Nach dem Smagorinsky-Lilly-Modell kann die turbulente Viskosität µt unterhalb der Filterweite ∆x mit

Hilfe der Gleichung [3]

µt = C2
s∆2

x

√
SijSij (9.45)

berechnet werden. Dabei entspricht Cs der sogenannten Smagorinsky-Konstanten. In vielen Strömungs-

szenarien ist der Wert Cs = 0,2 gut geeignet, um die turbulente Viskosität zu berechnen. In Kanalströmun-

gen ist dies u. a. nicht der Fall. Insbesondere an den Kanalwänden ist eine drastische Reduzierung der

Smagorinsky-Konstanten erforderlich. Die Reduzierung kann mit der van-Driest-Dämpfung [3]

Cs = Cs0
(

1− e−y+/A+
)2

(9.46)
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mit

A+ ≈ 25 (9.47)

(y+ s. Gl. 9.25) erfolgen. Die van-Driest-Dämpfung wurde bereits als Wandfunktion für die Wirbelvisko-

sität in RANS-Modellen verwendet [3].

Eine weitere Alternative zum klassischen Smagorinsky-Modell ist die Nutzung des dynamischen Smagorinsky-

Modells. Hier ist Cs nicht konstant, sondern hängt von den Strömungsgrößen ab.
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10 OpenFOAM

10.1 Allgemeines

Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln der physikalische bzw. mathematische Hintergrund von

Strömungen sowie notwendige Werkzeuge zur Beschreibung dieser erörtert wurden, folgen nun Vorüberle-

gungen zur Anwendung der dargestellten Modelle und Werkzeuge für bestimmte Strömungsszenarien. Die

in dieser Arbeit betrachteten Strömungssimulationen sind ausschließlich mit der Software OpenFOAM

durchgeführt worden. Diese Software umschließt eine große Anzahl von Programmen bzw. Werkzeugen

zur Vorbereitung (Pre-Processing), Durchführung (Processing) und Nachbereitung (Post-Processing) von

numerischen Simulationen. Es existieren u. a. Werkzeuge zur Simulation von kompressiblen/inkompressi-

blen, temperaturbehafteten/isothermen, einphasigen-/mehrphasigen Strömungen beliebiger Fluide. Über

die Behandlung der Navier-Stokes-Gleichungen hinaus stellt OpenFOAM weitere Modelle zur Verfügung.

Zu diesen Modellen zählen beispielsweise die Turbulenzmodelle RANS und LES sowie u. a. Modelle zur

Beschreibung von Verbrennungsprozessen und Wärmeübergängen im Zusammenhang mit Brandsimula-

tionen. Neben Strömungsszenarien können auch andere numerische Probleme, wie z. B. Spannungs- bzw.

Dehnungsberechnungen, behandelt werden.

Im Folgenden sind Werkzeuge aufgeführt, die für diese Arbeit verwendet wurden.

10.2 Relevante Werkzeuge

10.2.1 Pre-Processing

gmshToFoam

Die Netzgenerierung selbst wird von dem Programm gmsh durchgeführt, welches nicht zu den Werkzeu-

gen von OpenFOAM zählt. OpenFOAM enthält ebenfalls Netzgenerierer. Aus Gründen der einfachen

Anwendbarkeit ist jedoch die Software gmsh als Netzgenerierer ausgewählt worden. Das durch gmsh

erstellte Netzgitter wird mit dem Konverter gmshToFoam in eine Form umgewandelt, die mit Open-

FOAM kompatibel ist.

10.2.2 Processing

icoFoam

Das Werkzeug icoFoam dient zur Berechnung von isothermen, inkompressiblen Strömungsproblemen.

icoFoam wird auch als
”
Solver“ bezeichnet, obwohl das Werkzeug mehr umfasst als einen Löser für

Gleichungssysteme oder Differentialgleichungen. Der Solver icoFoam ist in der Lage, für ein ihm zur
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10 OpenFOAM

Verfügung gestelltes Netzgitter eine FVM-Diskretisierung herzustellen und ggf. entstandene Differenti-

algleichungen oder algebraische Gleichungssysteme zu lösen. Die Vereinfachungen bzw. Interpolationen,

die bei der FVM-Diskretisierung angewendet werden sowie der Löser für das algebraische Gleichungs-

system und die Differentialgleichungen können unter bestimmten Alternativen ausgewählt werden. In

dieser Arbeit werden bei der FVM-Diskretisierung lineare Interpolationen benutzt. Zur Erfüllung der

Impulsgleichungen unter der Nebenbedingung der Kontinuitätsgleichung wird der semi-explizite PISO-

Algorithmus zur Hilfe herangezogen. Die Zeitdiskretisierung wird dabei durch das Runge-Kutta-Verfahren

vorgenommen.

Die oben genannten Optionen sowie Rand- und Anfangsbedingungen, etc., werden in ASCII-Dateien fest-

gehalten, die dann von OpenFOAM ausgelesen werden. Diese Dateien sind jeweils für jedes in dieser

Arbeit betrachtete Strömungsszenario im Anhang B einsehbar.

pisoFoam

pisoFoam ist ebenfalls ein Solver für isotherme, inkompressible Strömungen. Im Gegensatz zum Werk-

zeug icoFoam unterstützt pisoFoam die Verwendung der Turbulenzmodelle RANS und LES. Die zu

wählenden Modelle sowie die Einstellungen bzw. Parameter werden ebenfalls in ASCII-Dateien festgehal-

ten, die im Anhang B zu sehen sind. Optionen, die die FVM-Diskretisierung sowie deren Lösung betreffen,

sind mit den Optionen des icoFoam-Solvers identisch.

10.2.3 Post-Processing

paraFoam

Für die Visualisierung von Ergebnissen numerischer Berechnungen stellt OpenFOAM das Werkzeug

paraFoam zur Verfügung. Dies wird in dieser Arbeit insbesondere zur Visualisierung der Geschwindig-

keitsprofile der Strömungen benutzt.
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11 Benchmark: Die Karmannsche Wirbelstraße

Bevor man sich in neues unbekanntes Terrain begibt, ist die Funktionalität der benutzten Software, insbe-

sondere die korrekte Eingabe der Rand- und Anfangsbedingung sowie weiterer Parameter, anhand eines

”
einfachen“ Szenarios zu testen.

Als Benchmark soll die laminare (zweidimensionale) Umströmung eines Kreiszylinders dienen. Die Phäno-

mene dieser Strömung sind in der Literatur bereits mehrfach erfolgreich durch numerische Modellierungen

reproduziert worden [18] - [28].

Insbesondere bei der laminaren Umströmung eines Kreiszylinders tritt das regelmäßige Ablösen von Wir-

beln am Körper auf. Löst sich ein Wirbel an einer Seite des Körpers, so muss sich aus Gleichgewichts-

gründen ein Gegenwirbel mit entgegengesetzter Rotationsrichtung bilden. Die entsprechend entstehende

Zirkulationsströmung führt zu einer kleineren Umfangsgeschwindigkeit an einer Seite des Körpers und

zu einer größeren Geschwindigkeit auf der gegenüberliegenden Seite. Laut der Bernoulli-Gleichung muss

bei niedriger (höherer) Geschwindigkeit der Druck steigen (fallen), um ein bestimmtes Energiepotential

zu erhalten. Folglich entstehen unterschiedliche Drücke an den gegenüberliegenden Seiten des Körpers,

die eine Kraft senkrecht zur Strömung erzeugen. Nach einer Zeitspanne wiederholt sich die beschriebene

Wirbelablösung an der anderen Seite des Körpers. Insbesondere bei niedrigen Reynoldszahlen lösen sich

die Wirbel periodisch an gegenüberliegenden Seiten des Zylinders. Die abgelösten Wirbel bilden dann

einen Strömungsnachlauf, der nach Theodore von Karmann, als Karmannsche Wirbelstraße bekannt ist

[15], [30].

Die Karmannsche Wirbelstraße ist in der Natur z. B. bei Wolkenströmen zu erkennen, die auf eine Insel

oder Inselgruppe treffen. Abb. 11.1 zeigt Wirbelablösungen hinter der Juan-Fernandez-Insel.

Die Wirbelablösefrequenz fw ist dabei abhängig von der Reynoldszahl, dem Zylinderdurchmesser D und

der Anströmgeschwindigkeit u∞. Um Experimente mit verschiedenen Durchmessern und Anströmge-

schwindigkeiten in Bezug auf die Ablösefrequenz fw dennoch vergleichen zu können, führte Vincent

Strouhal eine dimensionslose Kennzahl, die Strouhalzahl

S =
D · fw
u∞

(11.1)

ein.

Die Ablösung von Wirbeln, im Besonderem beim Kreiszylinder, ist der Grund für Schwingungen von

Körpern senkrecht zur Anströmrichtung. Dieses Phänomen ist z. B. bei hohen bzw. schlanken Schorn-

steinen bereits beobachtet worden und kann bemessungsrelevant sein [15]. Besonderes Augenmerk ist

dabei auf die Ablösefrequenz fw zu legen. Befindet sich die Eigenfrequenz des Bauteils im Bereich der

Ablösefrequenz, kann dies zu erheblichen Schwingungen führen [31]. Im ungünstigsten Fall führt die

Wirbelablösung (ggf. in Kombination mit anderen Schwingungsphänomenen, wie das Flattern) zu Reso-
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11 Benchmark: Die Karmannsche Wirbelstraße

Abbildung 11.1: Karmannsche Wirbelstraße hinter der Juan-Fernandez Insel (Satellitenbild). Quelle: [4]
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11.1 Umströmung des Kreiszylinders mit OpenFOAM (Re=100)

nanzerscheinungen, wenn die beiden Frequenzen nahezu identisch sind [31].

Diese Resonanzerscheinungen traten auch bei der Tacoma-Narrows-Bridge (1940) auf. Der Einsturz der

Brücke ist jedoch hauptsächlich auf ein anderes Schwingungsphänomen, das Biegetorsionflattern, zurück-

zuführen [52] (siehe Abb. 11.2).

Abbildung 11.2: Einsturz der Tacoma-Narrows-Brigde im November 1940 im Bundesstaat Washington.
Quelle: [36]

11.1 Umströmung des Kreiszylinders mit OpenFOAM (Re=100)

Die (rein laminare) Kreiszylinderumströmung bei einer Reynoldszahl von 100 (unterkritischer Bereich

[15]) eignet sich sehr gut als Benchmark, da dieses Szenario noch keinerlei turbulente Strukturen aufweist

und weiterhin in der Literatur gut dokumentiert ist. Ziel des Benchmarks ist die Generierung eines

Netzgitters, welche eine numerische Simulation der Umströmung ohne Randeinflüsse ermöglicht. Aus

der Druckverteilung um den Zylinder sollen der Widerstands- und Auftriebsbeiwert berechnet werden.
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11 Benchmark: Die Karmannsche Wirbelstraße

Weiterhin soll die Strouhalzahl der Wirbelablösung ermittelt werden. Die Periode der Wirbelablösung

stimmt mit der Periode der zeitlichen Entwicklung des Auftriebsbeiwertes überein und kann daher über

eine Fourier-Transformation (FT) des zeitlichen Verlaufs des Auftriebsbeiwertes berechnet werden.

11.1.1 Geometrie des Szenarios und Netzgenerierung

Die Umströmung eines Körpers ist bei einer Reynoldszahl von 100 noch weitgehend laminar, sodass

turbulente Strukturen, die in alle drei räumlichen Dimensionen bewegt werden, ausgeschlossen werden

können. Dementsprechend ist eine zweidimensionale Strömungssimulation ausreichend, um sämtliche Ei-

genschaften der Strömung abzubilden. Geometrie und Randbedingungen des Strömungsszenarios sind in

Abb. 11.3 und in den Tab. 11.1 und 11.2 dargelegt. Abb. 11.4 zeigt die Struktur des verwendeten Netz-

Abbildung 11.3: Geometrie der Kreiszylinderumströmung. Angaben in [m].

Rand Bedingung an ~u Bedingung an p

Einströmrand ux = U∞;uy = 0 ∂p
∂~n = 0

Ausströmrand ∂~u
∂~n = ~0 p = 0

Rand (oben/unten) ∂~u
∂~n = ~0 ∂p

∂~n = 0

Rand des Kreiszylinders ~u = ~0 ∂p
∂~n = 0

Tabelle 11.1: Randbedingungen.

ux = U∞;uy = 0 p = 0

Tabelle 11.2: Anfangsbedingungen des inneren Netzes.

gitters. Bei der Generierung des Netzes ist darauf geachtet worden, die Umgebung des Zylinders bzw. den
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11.1 Umströmung des Kreiszylinders mit OpenFOAM (Re=100)

Bereich unmittelbar hinter dem Zylinder feiner zu diskretisieren als die Randbereiche. Der Umgebung

des Zylinders sollte ein feineres Netz zu Grunde liegen, da hier Geschwindigkeits- und Druckveränderung

(u. a. auch die Wirbelablösung) stattfinden. Das Netz ist mit Hilfe einer Grundlage von [33] mittels der

Software gmsh entstanden. Da die Software OpenFOAM ausschließlich die Verwendung von dreidimen-

sionalen Netzen zulässt, sind für die Erstellung Hexaeder mit einer Ausdehnung von 0,1 m in z-Richtung

eingesetzt worden, obwohl die Durchführung einer zweidimensionalen Simulation Ziel des Benchmarks ist.

Es handelt sich um Hexaeder mit viereckigen Flächen. Diese sind teilweise gekrümmt. Durch die Rand-

bedingung empty der Flächen in x-y-Ebene wird der Software jedoch signalisiert, dass die Berechnung

der Geschwindigkeitskomponente uz in z-Richtung nicht gewünscht ist, folglich eine zweidimensionale

Strömungssimulation ausgeführt werden soll.

Um den Einfluss des Diskretisierungsgrades zu untersuchen, sind drei verschiedene Diskretsierungen für

die Simulation verwendet worden. Die Anzahl der genutzten Hexaeder sind in Tab. 11.3 dargestellt. Bei

Untersuchung einer laminaren Strömung kann davon ausgegangen werden, dass die numerisch bestimm-

ten Strömungsgrößen bei kontinuierlicher Erhöhung des Diskretisierungsgrades konvergieren. D. h., die

ausreichende Netzdichte ist dann gefunden, wenn sich eine betrachtete Größe der Strömung bei Erhöhung

der Netzdichte nicht mehr verändert [3].

Simulation (lfd. Nr.) Anzahl der Zellen (Hexaeder)

Z 1.1 14520

Z 1.2 28980

Z 1.3 36980

Tabelle 11.3: Anzahl der genutzten Zellen für die Umströmung des Kreiszylinders.

(a) (b)

Abbildung 11.4: Darstellung der Diskretisierung des Strömungskanals. a) Übersicht
b) Detailsansicht im Bereich des Zylinders.
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11 Benchmark: Die Karmannsche Wirbelstraße

11.1.2 Simulationsergebnisse

Die numerische Simulation der Strömung um den Kreiszylinder wurde mittels der Software OpenFOAM

ausgeführt. Für die Simulationsläufe wurde jeweils ein Zylinderdurchmesser von 0,1 m gewählt. Die An-

strömgeschwindigkeit u∞ betrug jeweils 0,1 m/s. Um eine Reynoldszahl von 100 zu erreichen, wurde die

kinematische Viskosität des strömenden Fluids auf 1 · 10−4 festgelegt. Das Werkzeug icoFoam berechnet

die Lösung des äquivalenten Modells einer inkompressiblen, isothermen, laminaren Strömung eines new-

tonschen Fluids. Dementsprechend wurde dieses Werkzeug hier genutzt. Sämtliche Textdateien, welche

die nötigen weiteren Eigenschaften der Strömungssimulation (Anfangs- und Randbedingungen, Transpor-

teigenschaften, Löser für lineare Gleichungssysteme bzw. Differentialgleichungen, etc.) für die Software

deklarieren, sind im Anhang B.1 angegeben.

Abb. 11.5 zeigt das Geschwindigkeitsprofil der ausgeprägten Strömung. Die Wirbelablösungen und die

erwartete Karmannsche Wirbelstraße (Strömungsnachlauf) sind sehr gut zu erkennen. Dabei löst sich

jeweils auf jeder Seite ein Wirbel und ein Gegenwirbel. Das Fluid muss dem Zylinder im Vorfeld aus-

weichen und die Teilströme treffen erst nach dem Zylinder wieder aufeinander. Dementsprechend ist die

Geschwindigkeit im vorderen und hinteren zylindernahen Bereich approximativ Null. An Ober- und Un-

terseite des Zylinders ist die Geschwindigkeit erwartungsgemäß größer als die Anströmgeschwindigkeit,

denn hier wird der Strömungskanal durch den Kreiszylinder eingeengt bzw. die Stromlinien rücken lokal

näher zusammen (siehe Abb. 11.5).

Festzustellen ist, dass dieser Benchmark die erwarteten Phänomene der Strömung reproduziert und ein

plausibles Geschwindigkeitsprofil erzeugt.

Abbildung 11.5: Geschwindigkeitsprofil der Kreiszylinderumströmung bei einer Reynoldszahl von 100.
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11.1 Umströmung des Kreiszylinders mit OpenFOAM (Re=100)

11.1.3 Kraftkoeffizienten

Die zeitlichen Verläufe des Widerstands- und des Auftriebsbeiwertes (cd, cl) des Kreiszylinders ,ermittelt

durch den dritten Simulationslauf Z 1.3 (s. Tab. 11.3), sind in Abb. 11.6 dargestellt. Als Referenz-

fläche Aref ist die Projektion des Zylinders in Strömungsrichtung gewählt worden und beträgt hier somit

D2 = 0,01. Nach etwa 80-90 Simulationssekunden ist die Wirbelablösung (Karmannsche Wirbelstraße)
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Abbildung 11.6: Widerstands- und Auftriebskoeffizient des Kreiszylinders (Re 100) (36980 Gitterzellen).

vollständig ausgeprägt. Die Strömung verläuft ab diesem Zeitpunkt periodisch. Bevor die Wirbelablösung

einsetzt (etwa von Sekunde 20 bis Sekunde 40), ist der Widerstandskoeffizient betragsmäßig kleiner und

zeigt keinerlei Schwingungen. Der Auftriebsbeiwert ist in diesem Bereich approximativ Null. Die Wirbela-

blösungen führen zu periodischen Schwingungen der Widerstands- und Auftriebskraft. Die Koeffizienten

sind proportional zu den Kräften. Folglich schwingen auch die Beiwerte. Weiterhin bedeutet dies, dass

der Mittelwert und die Amplitude der Koeffizienten in diesem Zeitbereich konstant sind. Der Mittelwert

des Widerstandskoeffizienten cw,avg beträgt 1,39 gemittelt über den Zeitbereich von 100 bis 120. Der ma-

ximale Wert des Auftriebsbeiwertes cl,max ist 0,33. Die Frequenz des Widerstandskoeffizienten ist doppelt

so hoch wie die Frequenz des Auftriebskoeffizienten.

Die Periode Tw = 1
fw

einer Schwingung kann direkt in der Abb. 11.6 abgelesen werden. Alternativ bietet

sich die Ausführung einer FT an. Die Frequenz 0,169 Hz dominiert die Schwingung.

Bei einer Anströmgeschwindigkeit u∞ von 0,1 m/s und einem Zylinderdurchmesser D von 0,1 m beträgt

die Strouhalzahl S nach Gl. 11.1 0,169.

Tabelle 11.4 zeigt sämtliche Ergebnisse dieses Benchmarks, gegenübergestellt zu Ergebnissen von Ex-
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perimenten und Simulationen aus der Literatur. Es ist festzustellen, dass der Simulationslauf Z 1.3 die

Ergebnisse der Literatur sehr gut reproduziert. Daher ist davon auszugehen, dass die Eigenschaften der

Strömung in diesem Benchmark (Rand- und Anfangsbedingungen, Transporteigenschaften, Netz bzw.

Geometrie, etc.) richtig gewählt sind.

Vorliegende Arbeit Re cd,avg cl,max S

Z 1.1 Simulation 100 1,44 0,38 0,167

Z 1.2 Simulation 100 1,40 0,334 0,169

Z 1.3 Simulation 100 1,39 0,33 0,169

Literatur Re cw,avg cl,max S

Henderson 1995 [18] Simulation 100 1,38 - -

Cao/Wan 2010 [21] Simulation (3D) 100 1,39 0,335 0,168

Sheard et al. 2005 [25] Simulation 100 1,38 - -

Williamson 1989 [28] Experiment 100 1,33 0,35 0,16-0,164

Wieselsberger 1921 [15] Experiment 100 1,43 - -

Engelbreth 2011 [26] Simulation (2D und 3D) 100 1,385 0,34 0,171

Tabelle 11.4: Kraftbeiwerte und Strouhalzahlen. Vergleich mit Ergebnissen der Literatur.
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12 Umströmung von Rechteckquerschnitten bei

hohen Reynoldszahlen

Nachdem der im vorangegangenen Kapitel beschriebene Benchmark für laminare Strömungen erfolgreich

ausgeführt werden konnte, sollen nun Strömungen bei höheren Reynoldszahlen, d. h. Strömungen, die

turbulente Strukturen aufweisen, mit Hilfe von OpenFOAM numerisch simuliert werden. Bevor ein

Brückenquerschnitt untersucht wird, werden in diesem Kapitel zunächst die Möglichkeiten diskutiert,

turbulente Strömungen um einen
”
einfacheren“ brückenähnlichen Querschnitt numerisch zu berechnen.

Als umströmter Querschnitt dient ein Rechteckquerschnitt mit dem Verhältnis von Breite zu Höhe von

8:1.

Für Informationen über die Umströmung eines Kreiszylinders bei hohen Reynoldszahlen siehe [38] - [45].

12.1 Vorüberlegung

In Strömungssimulationen ist es im Allgemeinen unbedingt notwendig turbulente Strukturen, falls sie

existieren, abzubilden, selbst um approximativ die Eigenschaften der Strömung (z. B. die Kraftbeiwerte)

zu reproduzieren. Bei Kreiszylinderumströmungen zeigen sich dreidimensionale turbulente Strukturen

ab einer Reynoldszahl von ca. 200 [16], [30]. Strömungen anderer Geometrien und Eigenschaften zeigen

ggf. erst später oder schon früher turbulentes Verhalten. Bei Rohrströmungen beispielsweise schlägt die

Strömung etwa bei einer Reynoldszahl von 1000-2300 von laminar in turbulent um [16].

Die im Folgenden betrachteten Strömungen werden bei einer Reynoldszahl von 105 durchgeführt.

Strömungen, die scharfkantige Objekte, wie der hier vorliegende Rechteckquerschnitt, umströmen, zeigen

in diesem Bereich wie die meisten anderen Strömungen in jedem Fall ausgeprägte turbulente Strukturen.

Zur Berechnung der Reynoldszahl wurde die Breite b des Rechtecks als charakteristische Länge lref

herangezogen. Folgende Möglichkeiten bestehen zur Simulation von turbulenten Strömungen:

1. Es ist möglich, die Strömung ohne Einsatz eines Turbulenzmodells mit angemessener Genauigkeit zu

simulieren. Dafür würde allerdings die in Kapitel 11 gewählte Diskretisierung bei weitem nicht aus-

reichen. Turbulenz ist immer dreidimensional. Soll diese also ohne Turbulenzmodell direkt über die

Navier-Stokes-Gleichungen abgebildet werden, muss das Netzgitter ebenfalls dreidimensional sein,

selbst wenn sich Attribute wie Geometrie des umströmten Körpers, Randbedingungen, etc. in einer

Koordinatenrichtung nicht verändern. Weiterhin zerfallen turbulente Strukturen (Wirbel) zunächst

in sehr kleine Wirbel und dissipieren erst dann (vgl. Kapitel 9.2). Um dieses Phänomen abzubilden,

darf die Gitterzellgröße nicht größer als die Kolmogorov-Länge sein. Ein entsprechender Diskreti-

sierungsgrad wäre extrem hoch und würde zu hohen Rechenzeiten führen, falls das Rechensystem

überhaupt über genug Arbeitsspeicher verfügt, um das entsprechend große Gleichungssystem zu
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12 Umströmung von Rechteckquerschnitten bei hohen Reynoldszahlen

lösen. Die Simulation von Strömungen ohne Turbulenzmodell mit ausreichendem Diskretisierungs-

grad nennt man DNS (Direct-Numerical-Solution) (vgl. Kapitel 9.2). Aus genannten Gründen des

Rechen- und Speicheraufwands wird hier von einer direkten Simulation (DNS) abgesehen.

2. Die zweite Möglichkeit bzw. die erste hier eingesetzte Methode beinhaltet die Verwendung eines

RANS-Modells (s. Kap. 9.2). Innerhalb der RANS-Modelle ist zwischen Wirbelviskositätsmodellen,

z. B. dem Standard-k-ε-Modell (vgl. Kapitel 9.4.2), und Reynoldsspannungsmodellen, z. B. dem

Modell nach Launder,Reece und Rodi (LRR) (vgl. Kapitel 9.4.5) zu unterscheiden. Da Wirbelvisko-

sitätsmodelle ohnehin nur homogene, isotrope turbulente Strukturen abbilden können (vgl. Kapitel

9.4.2), wird bei der Verwendung dieser Modellklasse von einer dreidimensionalen Simulation abge-

sehen, um den Rechen- und Speicheraufwand zu minimieren. Reynoldsspannungsmodelle können

zwar anistrope turbulente Strukturen modellieren, dennoch wird auch hier von einer dreidimen-

sionalen Simulation aus bereits genannten Gründen abgesehen. Man muss sich folglich darüber im

Klaren sein, dass tatsächlich existierende anistrope Strukturen in einer zweidimensionalen Model-

lierung vernachlässigt werden. Dennoch können 2D-RANS-Simulationen in vielen Fällen bestimmte

Eigenschaften der Strömung sehr gut approximieren. Die Qualität einer 2D-RANS-Simulation ist

folglich im Einzelfall zu prüfen.

3. Eine dritte Möglichkeit besteht in der Ausführung einer Grobstruktursimulation (Large−Eddy −
Simulation (LES)) (vgl. Kapitel 9.5). Diese muss immer im dreidimensionalen Raum durchgeführt

werden, da u. a. Konvektion und Zerfall großer turbulenter Strukturen hier direkt über die Navier-

Stokes-Gleichungen erfolgen soll [3], [1], [38]. Grobstruktursimulationen sind daher a priori rechen-

zeitintensiver als 2D-RANS-Simulationen, können die Strömungsattribute aber im Allgemeinen ge-

nauer reproduzieren.

12.2 Geometrie des Szenarios und Netzgenerierung

Im folgenden Szenario wird im Wesentlichen gegenüber der Zylinderumströmung lediglich der umströmte

Querschnitt ausgetauscht. Anfangs- und Randbedingungen haben sich im Benchmark (s. Tab. ??) als

korrekt erwiesen und werden hier somit wieder verwendet (s. Tabn. 12.1, 12.2). Eine Ausnahme bildet

die Randbedingung des Einlasses.

Rand Bedingung an ~u Bedingung an p

Einströmrand (turbulent) ux = U∞;uy = 0; (uz = 0) ∂p
∂~n = 0

Ausströmrand ∂~u
∂~n = ~0 p = 0

Rand (oben/unten) ∂~u
∂~n = ~0 ∂p

∂~n = 0

Rand (Front-/Rückseite) (nur LES-3D) ∂~u
∂~n = ~0 ∂p

∂~n = 0

Rechteck ~u = ~0 ∂p
∂~n = 0

Tabelle 12.1: Randbedingungen.
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ux = U∞;uy = 0; (uz = 0) p = 0

Tabelle 12.2: Anfangsbedingungen des inneren Netzes.

Im folgenden Szenario wird ein turbulenter Einlass eingesetzt. Dieser ermöglicht die (geringfügige) Va-

riation der Einlassgeschwindigkeit über die y-Koordinate und erzeugt so bereits kurz hinter dem Einlass

Turbulenz. Die mittlere Einlassgeschwindigkeit beträgt 0,125 m/s.

Gegenüber der Zylinderumströmung ist der Strömungskanal im Verhältnis zum umströmten Querschnitt

vergrößert, um Randeinflüsse auszuschließen (s. Abb. 12.1 a)/b)). Dieser wird jeweils für die RANS- bzw.

LES-Simulation solange vergrößert, bis eine weitere Vergrößerung keinen Einfluss mehr auf die aus der

Simulation resultierenden Kraftgrößenbeiwerte hat.

Das Netzgitter der LES-Simulation ist ein dreidimensionales Gitter. Die Ausdehnung des Netzes senk-

recht zur Zeichenebene (der Abb. 12.1 b)) beträgt 0,5 Meter. Der Bereich um das Rechteck ist weitaus

feiner diskretisiert als die umliegenden Bereiche (s. Abb. 12.1). Es wird ein strukturiertes Netz benutzt.

Die Wahl des Diskretisierungsgrads ist nicht trivial und bedarf folgender Vorüberlegungen:

• Es ist aus bereits genannten Gründen des Rechenaufwands nicht möglich, das Strömungsfeld beliebig

fein zu diskretisieren.

• Es lässt sich bei turbulenten Strömungen, die durch RANS- oder LES-Modelle simuliert werden,

nicht mehr pauschal sagen, dass die Ergebnisse kontinuierlich besser werden, je feiner das Netz

gestaltet ist [38], [4]. D. h. eine betrachtete Größe, wie z. B. der Mittelwert des Widerstandsko-

effizienten steigt oder fällt nicht unbedingt monoton bei kontinuierlicher Erhöhung des Diskreti-

sierungsgrads. Dies kann dazu führen, dass eine experimentell bestimmte Größe
”
zufällig“ durch

eine entsprechende numerische Modellierung bei einem bestimmten Diskretisierungsgrad reprodu-

ziert wird. Wird die Netzdichte erhöht, entfernen sich Experiment und Modellierung aber wieder.

Erst bei ausreichend kleinem (aber nicht realisierbarem) Diskretisierungsgrad (¡ Kolmogorov-Länge)

konvergiert die numerische Lösung garantiert.

Eine Möglichkeit mit diesen Problemen umzugehen ist die Ausführung einer Gitterstudie. Eine Gitter-

studie umfasst die Umsetzung mehrerer Simulationsläufe (hier 4-5) des gleichen Strömungsszenarios,

jedoch mit unterschiedlichem Diskretisierungsgrad. Im besten Fall bleibt die zu untersuchende Größe der

Strömung (in dieser Arbeit sind das hauptsächlich die Kraftbeiwerte) bei Variation der Netzdichte in ei-

nem bestimmten Bereich stabil oder konvergiert gegen einen Wert. Damit ist zwar nicht garantiert, dass

sich die Größe bei weiterer Verfeinerung des Netzes nicht doch ändert, das Risiko ist jedoch minimiert

bzw. das Ergebnis der Simulation ist belastbarer geworden. Im schlechtesten Fall steigt und fällt die

Größe der Strömung ohne sich dabei auf einen Wert zuzubewegen. Dann ist das Modell im Bereich der

gewählten Diskretisierungsgrade unbrauchbar, da es kein zuverlässiges Ergebnis erzeugt. Ist eine weitere

Verfeinerung des Netzes aufgrund des Rechen- oder Speicheraufwands nicht möglich, muss eine Alterna-

tive zu diesem Modell gefunden werden.

Es hat sich herausgestellt, dass Reynoldsspannungsmodelle gegenüber Wirbelviskositätsmodellen (RANS)

Phänomene von Umströmungen scharfkantiger Körper besser reproduzieren können [39]. Aus diesem
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Abbildung 12.1: Geometrie und Netz der Rechteckumströmung a) Geometrie (RANS), Angaben in [m]
b) Geometrie (LES), Angaben in [m] c) Übersicht (RANS-2D) d) Übersicht (LES-3D)
e) Detailsansicht um das Rechteck (RANS-2D) f) Detailsansicht um das Rechteck (LES-
3D).
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12.3 Simulationsergebnisse der RANS-Simulationen

Grund ist es empfehlenswert, die RANS-Simulationen mittels eines Reynoldsspannungsmodells zu erstel-

len. Es sind jeweils fünf RANS-Simulationen mit verschiedenen Gitterauflösungen unter Verwendung des

LRR-Modells und fünf LES-Simulationen unter Benutzung des Smagorinsky-Lilly-Modells durchgeführt

worden. Die Gitterauflösungen der RANS-Simulationen sind so gewählt, dass auch die höchste Auflösung

(hier 118794 Hexaeder) mit Hilfe einer Workstation (ca. 16 Prozessoren) innerhalb von 24 Stunden berech-

net werden kann. Die LES-Simulationen können mit Hilfe von 96 Prozessoren des Hochleistungsrechners

JUROPA1 jeweils innerhalb von bis zu 50 Stunden berechnet werden.

Im Anhang B.2 sind die für diese Simulationsreihe relevanten Inputdateien, die Rand- und Anfangsbe-

dingungen, Turbulenzmodelle und weitere Parameter definieren, abgedruckt.

Tab. 12.3 zeigt die Bezeichnung der Simulationsläufe, das dabei verwendete Turbulenzmodell und den

dabei verwendeten Diskretisierungsgrad.

Simulation (lfd. Nr.) Turbulenzmodell Anzahl der Zellen (Hexaeder)

R 1.1 (U)RANS-2D (LRR) 33250

R 1.2 (U)RANS-2D (LRR) 46602

R 1.3 (U)RANS-2D (LRR) 65338

R 1.4 (U)RANS-2D (LRR) 80202

R 1.5 (U)RANS-2D (LRR) 118794

R 2.1 LES-3D (Smagorinsky) 359856

R 2.2 LES-3D (Smagorinsky) 697872

R 2.3 LES-3D (Smagorinsky) 969792

R 2.4 LES-3D (Smagorinsky) 1207032

R 2.5 LES-3D (Smagorinsky) 1411020

Tabelle 12.3: Anzahl der genutzten Zellen und verwendete Turbulenzmodelle für die Umströmung des
Rechteckquerschnitts (Re=105).

12.3 Simulationsergebnisse der RANS-Simulationen

Abb. 12.2 a) zeigt die Geschwindigkeitsverteilung der ausgeprägten turbulenten Rechteckumströmung.

Die hier zu erkennenden Strömungsphänomene sind denen der laminaren Kreiszylinderumströmung in

vielerlei Hinsicht ähnlich. Die Stromlinien weichen dem Querschnitt nach oben und unten aus. Dement-

sprechend fällt die Geschwindigkeit unmittelbar an der Stirnfläche auf Null herab. An den Seiten des

Querschnitts ist gegenüber allen anderen Bereichen der Strömung eine höhere Geschwindigkeit festzu-

stellen. Im Heckbereich des Rechtecks lösen sich regelmäßig oben und unten Wirbel ab und bilden damit

die im Kapitel 11 bereits beschriebene Karmannsche Wirbelstraße.

Im Gegensatz zu Strömungen um einen abgerundeten Körper sind bei scharfkantigen Körpern die Ablöse-

stellen der Wirbel durch die Kanten am Heck vorgegeben. Das ist auch der Grund, weshalb sich Strömun-

gen um scharfkantige Körper unterschiedlicher Reynoldszahlen nicht wesentlich unterscheiden, wenn die

Reynoldszahlen oberhalb eines Grenzwerts liegen (etwa Re= 7000-10000 [16], [31]). Bei abgerundeten

Körpern dagegen verschiebt sich bei höherer bzw. niedriger Viskosität der Ablösepunkt der Wirbel. Dies

1Standort: Forschungszentrum Jülich
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(a)

(b)

Abbildung 12.2: Geschwindigkeitsverteilung der Strömung R 1.4 um ein Rechteck (8:1) (RANS) (t=150
Sek.) a) Übersicht über Strömungskanal b) Detailsansicht der Strömung am Recht-
eckkörper
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Abbildung 12.3: Kraftgrößenkoeffizienten der Rechteckumströmung R 1.4 (RANS).

hat einen unmittelbaren Einfluss auf die Gestalt der sich im Heckbereich bildenen Karmannschen Wir-

belstraße. Dessen Gestalt wiederum hat u. a. entscheidenen Einfluss auf den Widerstandskoeffizienten

des Körpers [15].

Die Ausbildung der Karmannschen Wirbelstraße ist zwar bei Rechteckquerschnitten im Verhältnis 8:1 zu

erwarten [46], die Ablösung der Wirbel geschieht jedoch im Vergleich mit der Realität [15] zu regelmäßig

und die Art und Größe der Wirbel unterscheiden sich untereinander kaum. Bei der gegebenen Reynolds-

zahl von 105 zeigen sich in der Realität unregelmäßigere, chaotischere Verteilungen der Strukturen. Diese

werden durch das RANS-Modell nur ansatzweise reproduziert.

Abb. 12.2 b) zeigt die zeitlichen Verläufe der Kraftgrößenkoeffizienten. Zur Berechnung dieser dient die

Breite b des Rechtecks als charakteristische Länge lref . Wird der Auftriebskoeffizient betrachtet, sind

regelmäßige Schwingungen im späteren Verlauf der Strömung erkennbar. Diese Schwingungen sind auf

die Ablösung der Wirbel, die Druckunterschiede an Ober- und Unterseite des Querschnitts hervorruft,

zurückzuführen. Etwa ab Sekunde 80 ist die Ablösung der Wirbel vollständig ausgeprägt. Der Zeitpunkt

der vollständigen Ausprägung der Wirbelstraße wird als Startpunkt für die Aufzeichnung der Koeffizien-

ten genutzt. Aus den Werten dieser Aufzeichnungen wird dann jeweils ein Mittelwert berechnet, der mit

anderen Simulationen oder experimentellen Daten verglichen wird (s. Tab. 12.4).
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12.4 Ergebnisse der LES-Simulationen

Das Geschwindigkeitprofil der Strömung (s. Abb. 12.4 a)), welches mit Hilfe des LES-Modells erzeugt wird,

zeigt Ablösung von turbulenten Strukturen. Im Gegensatz zu den RANS-Simulationen ist die Ablösung

hier wesentlich unregelmäßiger. Die Strukturen unterscheiden sich in Art und Größe und sind in der

Regel nicht als
”
kreisförmige“ Wirbel zu erkennen. Folglich lässt sich sagen, dass das LES-Modell die

Ablösung und Konvektion turbulenter Strukturen detaillierter abbilden kann und daher Turbulenz realer

Strömungen besser reproduziert. Der Verlauf des Auftriebskoeffizienten (s. Abb. 12.4 b)) zeigt unre-

gelmäßige Schwingungen im fortgeschrittenen Verlauf der Strömung. Diese sind auf die weitaus weniger

regelmäßigeren Ablösungen von Wirbelstrukturen unterschiedlicher Größe zurückzuführen. Die Qualität

der LES-Simulation in Hinsicht auf den mittleren Widerstandskoeffizienten wird in Tab. 12.4 diskutiert.

Die für die Berechnung des Mittelwertes relevanten Werte wurden für die LES-Simulationen ab Sekunde

100 aufgezeichnet.

12.5 Vergleich der Resultate

Ein notwendiges Kriterium für die Qualität einer Strömung ist die Übereinstimmung des mittleren Wi-

derstandskoeffizienten mit anderen Simulationen oder Experimenten. Tab. 12.4 2 3 zeigt den mittleren

Widerstandskoeffizienten des jeweiligen Strömungsszenarios und vergleicht diesen mit äquivalenten Er-

gebnissen der Literatur.

Die Ergebnisse der RANS-Simulationen lassen darauf schließen, dass der Mittelwert des Widerstandsbei-

wertes auf einen Wert zwischen 0,19 und 0,2 konvergiert. Unabhängig von der Richtigkeit dieser Annahme

unterscheidet sich selbst das Resultat der
”
besten“ RANS-Simulation um ca. 50 % gegenüber den Anga-

ben der Literatur. Die Ergebnisse der LES-Simulationen stimmen dagegen sehr gut mit den Angaben der

Literatur überein. Abgesehen vom Simulationslauf R 2.1, dessen Diskretisierungsgrad unzureichend ist,

liegen alle Ergebnisse der LES-Simulationen zwischen 0,12 und 0,135. Dies lässt folgern, dass das LES-

Modell die Umströmung des Rechtecks generell, insbesondere die Ablösung von turbulenten Strukturen

am Rechteck, im Gegensatz zu RANS-(LRR)-Simulationen gut abbilden kann.

12.6 Umströmung eines geneigten Rechtecks

Zu Beginn dieser Thesis (s. Kap. 1) ist bereits festgestellt worden, dass die Untersuchung von Strömungen,

in denen sich der betrachtete Querschnitt bereits durch äußere Einwirkungen um seine Querschnittsachse

gedreht bzw. geneigt hat, ebenfalls Aufmerksamkeit bedarf. Der nächste Schritt führt folglich zur Frage, ob

eine numerische Simulation ebenfalls die Phänomene einer Umströmung eines gegenüber der Horizontalen

geneigten Rechtecks reproduzieren kann. Hierzu wird das oben beschriebene Netz und die oben beschrie-

benen Rand- und Anfangsbedingungen, Parameter, etc., verwendet. Lediglich der umströmte Querschnitt

wird in bestimmten Winkeln gegenüber der Horizontalen geneigt (s. Abb. 12.6). Da sich gezeigt hat, dass

eine RANS-(LRR)-Modellierung bereits bei einem nicht geneigten Rechteck unbefriedigende Ergebnisse

2In der Originalpublikationen von [47], [48], [46], [30] ist der Koeffizient unter Berücksichtigung der Stirnfläche des Rechtecks
statt der Breite bestimmt worden.

3Detached Eddy-Simulation (DES) ist eine Kombination aus RANS und LES.
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12.6 Umströmung eines geneigten Rechtecks

(a)

(b)

Abbildung 12.4: a) Geschwindigkeitsverteilung der Strömung R 2.3 um ein Rechteck (8:1) (LES) (t=290
Sek.) a) Übersicht über den Strömungskanal b) Detailsansicht der Strömung am Recht-
eckkörper
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Abbildung 12.5: Kraftgrößenkoeffizienten der Rechteckumströmung R 2.3 (LES).

liefert, ist von der weiteren Verwendung von RANS-Modellen für Rechtecke abzusehen. D. h., die fol-

genden Simulationen werden ausschließlich mit Hilfe des Smagorinsky-Lilly-(LES)-Modells durchgeführt.

Sinnvoll wäre es, jeweils für jede Strömung um den Querschnitt unter einem bestimmten Winkel eine

Gitterstudie (wie oben gezeigt) auszuführen. Dies würde den annehmbaren Rechenaufwand jedoch bei

Weitem überschreiten. Daher ist entschieden worden, die folgenden Simulationsläufe ausschließlich mit

dem Diskretisierungsgrad des Laufes R 2.3 (969792 Hexaeder) zu erstellen. Es sind Strömungssimulatio-

(a) (b)

Abbildung 12.6: Geometrie und Netz der Strömung um ein geneigtes Rechteck (-10◦) a) Seitenansicht
(LES-3D) b) Detailsansicht um das Rechteck (LES-3D).
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12.6 Umströmung eines geneigten Rechtecks

Vorliegende Arbeit Re cd,avg
R 1.1 (U)RANS-2D (LRR) 105 0,172

R 1.2 (U)RANS-2D (LRR) 105 0,179

R 1.3 (U)RANS-2D (LRR) 105 0,194

R 1.4 (U)RANS-2D (LRR) 105 0,198

R 1.5 (U)RANS-2D (LRR) 105 0,196

R 2.1 LES-3D 105 0,161

R 2.2 LES-3D 105 0,132

R 2.3 LES-3D 105 0,12

R 2.4 LES-3D 105 0,134

R 2.5 LES-3D 105 0,127

Literatur Re cd,avg
Ying et al. 2012 [47] (U)RANS-2D 21400 0,145

Ying et al. 2012 [47] LES-3D 21400 0,1325

Tamura & Ito [48] LES-3D >7000 0,125

Kai Fan Liaw 2005 [30] DES 105 0,1475

Shimada et al. 2002 [46] (U)RANS-2D 22000 0,1375

Bergmann 2004 [49] Experiment 105 0,12

Bergmann 2004 [49] Experiment 2 · 105 0,125

Tabelle 12.4: Widerstandskoeffizient eines Rechtecks. Gegenüberstellung von Simulation und Ergebnissen
der Literatur.

nen von unter den Winkeln -10◦,-5◦,-2,5◦,0◦,2,5◦,5◦,10◦ geneigten Rechteckquerschnitten vorgesehen.

12.6.1 Simulationsergebnisse

Aus Platzgründen ist hier nur die Koeffizienten des um -10◦ geneigten Rechtecks abgebildet. Simulati-

onsergebnisse unter anderen Anstellwinkeln können im Anhang A.1 eingesehen werden.

Wie in Abb. 12.8 zu sehen ist, zeigt die Umströmung eines gedrehten Rechtecks Ablösungen von turbu-

lenten Strukturen im Heckbereich des Querschnitts. Dabei lösen sich Wirbel hoher Geschwindigkeit an

der Oberseite des Querschnitts ab. Diese entstehen, wenn Stromlinien, die eng an der Oberseite des Quer-

schnitts verlaufen, auf die obere hintere Kante des Rechtecks treffen. Durch den Anstellwinkel wird der

vordere Teil der Unterseite des Querschnitts vom strömenden Fluid abgeschirmt. Hier sinkt die Geschwin-

digkeit teilweise auf Null herab. Unterhalb dieses Bereichs strömt das Fluid mit erhöhter Geschwindigkeit.

An der Kontaktstelle der Schichten mit unterschiedlicher Geschwindigkeit treten Wirbel aufgrund von

Reibung an der Schichtgrenze auf. Im hinteren Bereich, unterhalb des Rechtecks, lösen sich große, lang-

same Wirbel.

Die bisher erörterten Phänomene sind in vergleichbarer Form in der Literatur beschrieben und können

daher als plausible Reproduktion von äquivalenten realen Strömungen angesehen werden [46], [50].

Im Bereich zwischen auftretender Wirbelablösung und Auslauf der Strömung, haben sich Form und

Größe der Wirbel verändert. Z. T. haben sich die Geschwindigkeiten unterschiedlicher Wirbel angegli-

chen. Einige Strukturen haben sich mit anderen zusammengeschlossen. Dies lässt darauf schließen, dass

das LES-Modell ebenfalls Konvektion, Zerfall und Dissipation von turbulenten Strukturen plausibel re-
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Abbildung 12.7: Kraftgrößenkoeffizienten der Strömung um ein geneigtes Rechteck (-10◦) (LES).

produzieren kann.

Es gilt nun zu klären, ob das LES-Modell auch im Hinblick auf die Kraftbeiwerte die betrachtete Strömung

ausreichend genau beschreiben kann. Zur Lösung der Frage werden sämtliche Kraftbeiwerte, ermittelt

durch Simulationen, mit experimentell bestimmten Ergebnissen von [49] verglichen (s. Abb. 12.9).
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12.6 Umströmung eines geneigten Rechtecks

(a)

(b)

Abbildung 12.8: Geschwindigkeitsprofil der Strömung um ein geneigtes Rechteck (-10◦) a) Übersicht über
den Strömungskanal b) Detailsansicht der Strömung am Rechteckkörper
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12 Umströmung von Rechteckquerschnitten bei hohen Reynoldszahlen

12.6.2 Vergleich der Beiwerte

Der Vergleich der Beiwerte (s. Abb. 12.9) zeigt, dass das LES-Modell die Koeffizienten generell überschätzt.

Die relativen Abweichungen der Auftriebs- und Widerstandskoeffizienten, bezogen auf die Koeffizienten

des Experiments, bewegen sich zum überwiegenden Teil zwischen 5 und 10 %. Die Daten der Momenten-

beiwerte unterscheiden sich jedoch teilweise um mehr als 100 %. Hier ist jedoch anzumerken, dass sich

auch experimentelle Daten untereinander, u. a. bei leichter Variation der Reynoldszahl, im Hinblick auf

die Momentenkoeffizienten stark unterscheiden (vgl. [49]).

Es ist festzuhalten, dass die Simulationsergebnisse auf der einen Seite qualitativ den Verlauf der ex-
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Abbildung 12.9: Kraftgrößenbeiwerte einer Umströmung eines Rechtecks unter verschiedenen Anstellwin-
keln; Vergleich von Simulation und Experiment. a) Widerstandskoeffizient b) Auftriebs-
koeffizient c) Momentenkoeffizient.

perimentell bestimmten Beiwerte reproduzieren. So zeigen z. B. auch die Simulationsergebnisse, dass

der Auftriebskoeffizient sich ab einer Neigung von 5 Grad bei weiterer Verdrehung kaum erhöht bzw.
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12.6 Umströmung eines geneigten Rechtecks

dass die Momentenbeanspruchung bei 2,5 Grad Neigung größer ist als bei 5 Grad. Auf der anderen Sei-

te zeigt der quantitative Vergleich teilweise merkbare Abweichungen, insbesondere im Hinblick auf die

Momentenbeiwerte.
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13 Umströmung der Tacoma-Narrows-Brigde

Nachdem im vorangegangenen Kapitel gezeigt wurde, dass die Kraftkoeffizienten bei einer Umströmung

eines Rechteckquerschnitts qualitativ und teilweise auch quantitativ durch numerische Simulationen re-

produziert werden können, werden im Folgenden Untersuchungen angestellt, welche die Fragestellung

betreffen, ob auch eine Umströmung eines bereits in der Realität eingesetzten Brückenquerschnitts durch

eine entsprechende numerische Simulation beschrieben werden kann. Zur Erörterung dieser Frage dient

ein Modell der 1940 eingestürzten Tacoma-Narrows-Brigde (s. Abb. 13.1 / Kap. 11). Zu diesem Mo-

dell liegen Ergebnisse von Untersuchungen in einem Windkanal vor [51], [31]. In diesem Kapitel werden

zunächst die relevanten Eckdaten, u. a. Aufbau und Durchführung, der Untersuchungen im Windkanal

dargestellt.

Darauf folgend wird das Konzept der äquivalenten numerischen Simulation gezeigt. Abschließend werden

die Kraftkoeffizienten resultierend aus Windkanalversuch und Simulation verglichen.

13.1 Messung im Windkanal der Ruhr-Universität-Bochum

Im Dezember 2008 wurden Experimente zur Untersuchung des aerodynamischen und aeroelastischen Ver-

haltens von Modellbrücken im Windkanal der Ruhr-Universität-Bochum1 von C. Neuhaus [31] ausgeführt.

Verschiedene Querschnitte wurden zu diesem Zweck im Windkanal umströmt. Ziel der Untersuchung war

die Bestimmung der aerodynamischen Beiwerte und der Flatterderivative der Modellquerschnitte. Die

Flatterderivative werden in dieser Arbeit nicht betrachtet. Für weitere Informationen über Flatterderiva-

tive und ihre Verwendung siehe [51], [31]. In dieser Thesis werden die Versuche zu einem Modellquerschnitt

der Tacoma-Narrows-Brigde (s. Abb. 13.4) erörtert. Insbesondere werden die im Windkanal gemessenen

aerodynamischen Beiwerte dieses Modells herausgestellt. Anhand dieser wird im Kap. 13.4 die Qualität

äquivalenter numerischer Simulationen diskutiert.

13.1.1 Aufbau und Durchführung der Versuche

Abb. 13.2 zeigt den schematischen Aufbau des 1976 errichteten Windkanals, der als Versuchskanal der

hier beschriebenen Experimente diente. Im hinteren Bereich des Kanals befindet sich ein Rotor, der die

Luft im Kanal ansaugt. Seine Rotationsgeschwindigkeit ist variabel. Er kann Strömungsgeschwindigkei-

ten zwischen 1 und 30 m/s erzeugen. Die Strömungsgeschwindigkeit wird dabei über ein Prandtl-Rohr,

welches sich im Kanal befindet, digital gemessen. Ein am Anfang des Kanals installierter Turbulenzge-

nerator erzeugt im weiteren Verlauf der Strömung turbulente Strukturen. Die scharfkantigen Elemente

des Kanalbodens wurden für die betrachteten Versuche mit Platten abgedeckt, sodass sämtliche Wände

1LuFG Aerodynamik und Strömungsmechanik [34]
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13 Umströmung der Tacoma-Narrows-Brigde

Abbildung 13.1: Die 1940 durch eine Resonanzkatastrophe eingestürzte Tacoma-Narrows-Brigde. Quelle:
[32]

des Kanals als weitgehend reibungsfrei angesehen werden können [51]. Diese Informationen haben Ein-

fluss auf die Entscheidung, welche Randbedingungen an eine äquivalente numerische Simulation gestellt

werden sollten, um den Versuch im Windkanal möglichst exakt abzubilden.

Speziell für die hier beschriebenen Untersuchungen wurde von [31] ein Versuchsstand erstellt, der zur

Abbildung 13.2: Schematischer Aufbau des Windkanals der Ruhr-Uni-Bochum. Quelle: [51]
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13.1 Messung im Windkanal der Ruhr-Universität-Bochum

Installation der Modellquerschnitte im Windkanal dient (s. Abb. 13.3). Dieser besteht u. a. aus einem

Stahlrahmen, einer Messanlage und einer Achse, die senkrecht zur Strömungsrichtung durch den Wind-

kanal verläuft. An dieser Achse werden die Modelle befestigt. Die Modellachse ist an eine Messanlage

angeschlossen. Diese ermöglicht mit Hilfe einer Software die Messung der vertikalen und horizontalen

Kräfte auf die Achse sowie die Messung des Moments um die Achse. Die Kräfte sind auf ein strömungs-

festes Koordinatensystem (s. Abb. 1.2) bezogen. Die Funktionsweise der Messanlage ist in [51], [31]

beschrieben.

Abb. 13.4 zeigt die Installation des Modellquerschnitts im Windkanal mit Hilfe des oben beschriebe-

Abbildung 13.3: Versuchsstand zur Messung von aerodynamischen Kräften. Quelle: [31]

nen Versuchsstandes. Das Modell ist vollständig aus Holz gefertigt und wiegt 4681 g. Eine detaillierte

Ansicht des Querschnitts ist in Anhang C einsehbar. Die Modellachse ist über den Versuchsstand dreh-

bar, sodass der Querschnitt gegenüber der Horizontalen geneigt werden kann [31]. Zur Durchführung der

Experimente wurde durch den Rotor eine Luftströmung im Windkanal, jeweils mit der Geschwindigkeit

5 m/s und 10 m/s, erzeugt. Dabei wurde der Modellquerschnitt in bestimmten Winkeln gegenüber der

Horizontalen geneigt. Die durch die Strömung entstandenen Kräfte bzw. Momente auf die Modellachse

wurden gemessen und aufgezeichnet.
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13 Umströmung der Tacoma-Narrows-Brigde

Abbildung 13.4: Modellquerschnitt der Tacoma-Narrows-Brigde. Foto: [51]/[31]

13.2 Numerische Modellierung der Strömung um den Modellquerschnitt

der Tacoma-Narrows-Brigde

13.2.1 Geometrie und Randbedingungen

Bei der Modellierung ist darauf geachtet worden, sämtliche Eigenschaften des Windkanalversuchs möglichst

genau bzw. detailliert abzubilden. Dennoch sind einige Vereinfachungen zu Gunsten des Rechen- und Mo-

dellierungsaufwandes getroffen worden.

Querschotte und der Horizontalverband, der sich unter der Brücke befindet, wurden bei der Erstellung

des virtuellen Modells nicht berücksichtigt. Alle weiteren Details des Querschnitts (inkl. Fußgängerwege

und Längssteifen unterhalb der Fahrbahn) sind dem Modell hinzugefügt worden (s. Abb. 13.5 b) / vgl.

Abb. 13.4).

Aus Gründen des erhöhten Rechenaufwandes sind die tatsächlichen Abmessungen des Windkanals, ins-

besondere die Ausdehnung senkrecht zur Querschnittsachse, bei der Erstellung des virtuellen Strömungs-

kanals nicht eingehalten worden (s. Abb. 13.5 a)). Dennoch sind Windkanalversuch und Modellierung als

vergleichbar anzusehen, da sich in beiden Szenarien die Kanalwände in ausreichender Entfernung zum

umströmten Querschnitt befinden, sodass Randeinflüsse ausgeschlossen werden können.

Die im Windkanal eingesetzten verhältnismäßig reibungsfreien Abdeckplatten tragen dazu bei, Randein-

flüsse zu minimieren.

Die Reynoldszahl der Strömung im Windkanal (für u∞=5 m/s) beträgt

Re =
b · u∞
ν

=
0,411 · 5
1,7 · 10−5

= 120882. (13.1)
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13.2 Numerische Modellierung der Strömung um den Modellquerschnitt der Tacoma-Narrows-Brigde

Die Reynoldszahl der Simulation lautet

Re =
0,411 · 0,125

1,0 · 10−6
= 51375,0. (13.2)

Aus bereits genannten Gründen können Strömungen um scharfkantige Körper im Bereich oberhalb von

Re = 7000 als reynoldszahlunabhängig angesehen werden. Eine zusätzliche Simulation mit einer doppelt

so hohen mittleren Einlassgeschwindigkeit von 0,25 m/s zeigt keine sichtbaren Abweichungen hinsichtlich

resultierender Kraftgrößenkoeffizienten und bestätigt damit die oben genannte Aussage. Aufgrund der

CFL-Bedingung ist in Bezug auf die Rechenzeit günstiger, Simulationen mit niedrigeren Geschwindigkei-

ten zu generieren, da hier das Zeitintervall zwischen den Simulationsschritten entsprechend größer gewählt

werden kann. Aus diesem Grund wurden die Modellierungen mit der oben angegebenen Reynoldszahl von

51375 erstellt.

Abb. 13.5 und Tabn. 13.1/13.2 zeigen Geometrie bzw. Rand- und Anfangsbedingungen der Modellierung.

Rand- und Anfangsbedingungen sind mit denen der Rechteckumströmung identisch.

Der turbulente Einlass wird ebenfalls wieder eingesetzt. Schließlich ist dieser auch im realen Windkanal

vorhanden. Die Ausführung einer Gitterstudie hat sich bei der Untersuchung der Rechteckumströmung

als hilfreich erwiesen. Durch diese war es möglich den Einfluss des Diskretisierungsgrades auf die resultie-

renden Kraftgrößenkoeffizienten zu erörtern. Der wiederholte Einsatz einer Gitterstudie für die Strömung

um den hier betracheteten Querschnitt liegt daher nahe. Die Gitterstudie umfasst vier RANS- und fünf

LES-Simulationen mit unterschiedlichen Gitternetzdichten. Die jeweils eingesetzte Anzahl an Gitterzellen

(Hexaeder) ist in Tab. 13.3 dokumentiert. Es wird ein strukturiertes Netz verwendet. Sämtliche Simula-

tionen werden mit der Software OpenFOAM durchgeführt.

Nähert man sich vom Kanalrand her dem umströmten Querschnitt werden die Gitterzellen kontinuierlich

Rand Bedingung an ~u Bedingung an p

Einströmrand (turbulent) ux = U∞;uy = 0; (uz = 0) ∂p
∂~n = 0

Ausströmrand ∂~u
∂~n = ~0 p = 0

Rand (oben/unten) ∂~u
∂~n = ~0 ∂p

∂~n = 0

Rand (Front-/Rückseite) (nur LES-3D) ∂~u
∂~n = ~0 ∂p

∂~n = 0

Querschnitt der TNB ~u = ~0 ∂p
∂~n = 0

Tabelle 13.1: Randbedingungen.

ux = U∞;uy = 0; (uz = 0) p = 0

Tabelle 13.2: Anfangsbedingungen des inneren Netzes.

kleiner, denn Turbulenz bzw. Geschwindigkeits- und Druckschwankungen findet am und um den Quer-

schnitt statt. Diese Bereiche müssen dementsprechend durch kleinere Gitterzellen höher aufgelöst werden.

Die Rechenzeit der RANS-Simulation beträgt unter Verwendung von 16 Prozessoren bis zu 24 Stunden.

Die LES-Modellierungen benötigen unter Einsatz von 96 Prozessoren bis zu 60 Stunden Rechendauer.
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13 Umströmung der Tacoma-Narrows-Brigde

(a) (b)

(c) (d)

(e)

Abbildung 13.5: a) Geometrie der virtuellen Strömung um den Querschnitt der Tacoma-Narrows-Brigde
(RANS und LES). Angaben in [mm]. Ausdehnung des Strömungskanals senkrecht zur
Zeichenebene bei der LES-3D-Simulation beträgt 300 mm. b)Virtueller Modellquer-
schnitt der Tacoma-Narrows-Brigde c)/d) Übersicht über das Gitternetz des Strömungs-
kanals (LES) e) Detailsansicht im Bereich des Querschnitts.
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13.2 Numerische Modellierung der Strömung um den Modellquerschnitt der Tacoma-Narrows-Brigde

Simulation (lfd. Nr.) Turbulenzmodell Anzahl der Zellen (Hexaeder)

T 1.1 (U)RANS-2D (LRR) 34978

T 1.2 (U)RANS-2D (LRR) 62735

T 1.3 (U)RANS-2D (LRR) 82981

T 1.4 (U)RANS-2D (LRR) 115456

T 2.1 LES-3D (Smagorinsky) 499436

T 2.2 LES-3D (Smagorinsky) 649152

T 2.3 LES-3D (Smagorinsky) 892990

T 2.4 LES-3D (Smagorinsky) 1262184

T 2.5 LES-3D (Smagorinsky) 1630160

Tabelle 13.3: Anzahl der genutzten Zellen und verwendete Turbulenzmodelle für die Umströmung des
Modellquerschnitts des Tacoma-Narrows-Brigde (Re ≈ 0,5·104). Die Anzahl der Gitterzellen
in z-Richtung beträgt bei den dreidimensionalen Simulationen jeweils 15.

13.2.2 Simulationsergebnisse

Die durch RANS- und LES-Modell generierten Geschwindigkeitsprofile (s. Abb. 13.6 a) / b)) der Strömung

zeigen plausible Phänomene, die bereits durch Kenntnis der Profile der Rechteckumströmung erwar-

tet werden konnten. Die Stromlinien müssen dem linken I-Profil der Brückenprofils ausweichen, werden

dementsprechend oberhalb bzw. unterhalb am Querschnitt vorbei geführt und nähern sich am Heck wieder

der Brücke. Am Heck der Brücke lösen sich turbulente Wirbel, die einen Nachlauf bilden. Dabei disspieren

diese Strukturen teilweise oder schließen sich mit anderen Strukturen zusammen. Im
”
Strömungsschat-

ten“ des linken I-Profils bildet sich ein Abschnitt, der weitgehend von den Stromlinien abgeschirmt wird.

Der direkte Vergleich zwischen der RANS- und der LES-Simulation (s. Abb. 13.6 a) / b)) zeigt ähnliche

Unterschiede zwischen den Modellen gegenüber der Rechteckumströmung. Viele Bereiche, insbesondere

Wirbel um den Querschnitt, sind bei der RANS-Simulation hinsichtlich ihrer Geschwindigkeit weitaus

homogener. D. h. Strukturen generell werden gegenüber der LES-Simulation unpräziser dargestellt. Op-

tisch betrachtet wirkt das Geschwindigkeitsprofil der RANS-Simulation wie eine Glättung des Profils

der LES-Modellierung. Dies ist durchaus plausibel, denn es ist bekannt, dass eine RANS-Modellierung

erheblichere Vereinfachungen (u. a. Zeitmittelung) trifft. Die LES-Simulation zeigt mehrere turbulente

Wirbel unterhalb bzw. oberhalb der linken Fahrbahn des Querschnitts, die RANS-Modellierung zeigt an

dieser Stelle lediglich einen großen Bereich, in dem vernachlässigbare Strömungsbewegungen stattfinden

(Geschwindigkeit ≈ 0).

Am Heck des Querschnitts treten in beiden Fällen Wirbelablösungen auf, die einen Nachlauf bilden,

welcher der Karmannschen Wirbelstraße in Ansätzen ähnelt. Die Wirbel der RANS-Simulation sind da-

bei homogener in Bezug auf ihre innere Geschwindigkeitsverteilung und in Bezug auf Form und Größe

gegenüber anderen Wirbeln. Die LES-Modellierung zeigt dagegen heterogene Wirbelformen, die sich

bezüglich Art und Größe stärker voneinander unterscheiden. Weiterhin fällt auf, dass die LES-Simulation

eine höhere Zahl von kleineren Wirbeln aufweist.

Im Einklang mit den Ergebnissen der Rechteckumströmung lässt sich sagen, dass sowohl das LES- als

auch das RANS-Modell die Phänomene der Strömung um den Modellquerschnitt qualitativ plausibel ab-

bilden. Mit dem LES-Modell lassen sich jedoch Entstehung, Konvektion und Dissipation von turbulenten
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(a)

(b)

Abbildung 13.6: Ausschnitt des Geschwindigkeitsprofils der Strömung im Bereich des Brückenquer-
schnitts. a) RANS (62735 Zellen) b) LES (892990 Zellen).
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13.3 Numerische Modellierung der Strömung um den geneigten Modellquerschnitt der

Tacoma-Narrows-Brigde

Strukturen detaillierter bzw. differenzierter darstellen.

Die Schwingungen in den zeitlichen Verläufen der Kraftgrößenkoeffizienten (s. Abb. 13.7) beider Simu-
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Abbildung 13.7: Zeitlicher Verlauf der Kraftgrößenkoeffizienten. a) RANS (62735 Zellen)
b) LES (892990 Zellen).

lationen zeigen die unregelmäßigen Wirbelablösungen am Heck des Querschnitts. Die Schwingamplitude

der Kraftgrößenbeiwerte der RANS-Modellierung ist gegenüber denen der LES-Modellierung jeweils we-

sentlich größer. Die Beiwerte der RANS-Simulation weisen weiterhin mit cd,avg = 0,319, cl,avg = −0,169

und cm,avg = −0,026 jeweils einen höheren Mittelwert (Mittelwertbildung ab Sekunde 100) auf.

Zum Vergleich: Die Mittelwerte der LES-Simulation betragen: cd,avg = 0,211, cl,avg = −0,016 und

cm,avg = −0,009. Bei Variation des Diskretisierungsgrades ändern sich die resultierenden Beiwerte, insbe-

sondere der Widerstandskoeffizient (s. Tab. 13.4) nur unwesentlich. Es kann folglich davon ausgegangen

werden, dass die Koeffizienten für einen großen Bereich von unterschiedlichen Netzdichten stabil sind.

Bei Vergleich der Widerstandsbeiwerte zeigt sich, dass die RANS-Modellierung den im Experiment

gemessenen Widerstandskoeffizienten deutlich überschätzt (¿ 26 %). Aufgrund der hohen Abweichung

wird von der weiteren Verwendung des RANS-(LRR)-Modells abgesehen. Das LES-Modell unterschätzt

den Widerstandsbeiwert. Die Abweichung ist hier mit ¡ 10 % wesentlich geringer, sodass sich weitere

Untersuchungen und Vergleiche zwischen LES-Modellierung und Windkanalergebnissen lohnen.

13.3 Numerische Modellierung der Strömung um den geneigten

Modellquerschnitt der Tacoma-Narrows-Brigde

Analog zur Untersuchung der Rechteckumströmung soll im Folgenden das Verhalten der Strömung bei

Neigung des Brückenquerschnitts gegenüber der Horizontalen analysiert werden. Zur folgenden Analy-

se wird das Szenario T 2.2 verwendet. Trotz der gegenüber den Simulationsläufen T 2.3, T 2.4 und T

2.5 niedrigeren Netzdichte (649152 Hexaeder) zeigt dieses Szenario qualitativ wie quantitativ nur ver-

nachlässigbare Unterschiede gegenüber feiner diskretisierten Szenarien. Zur Minimierung des Rechenauf-
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13 Umströmung der Tacoma-Narrows-Brigde

Vorliegende Arbeit Re cd,avg
T 1.1 (U)RANS-2D (LRR) 51375 0,308

T 1.2 (U)RANS-2D (LRR) 51375 0,319

T 1.3 (U)RANS-2D (LRR) 51375 0,3

T 1.4 (U)RANS-2D (LRR) 51375 0,284

T 2.1 LES-3D 51375 0,211

T 2.2 LES-3D 51375 0,211

T 2.3 LES-3D 51375 0,216

T 2.4 LES-3D 51375 0,204

T 2.5 LES-3D 51375 0,208

Windkanalversuch Re cd,avg
Neuhaus Experiment 120882 0,225

Neuhaus Experiment 241784 0,227

Tabelle 13.4: Widerstandskoeffizient der Tacoma-Narrows-Bridge. Gegenüberstellung von Simulation und
Windkanalversuch.

wands wird dieses Szenario dementsprechend ausschließlich genutzt. Von Gitterstudien für jede einzelne

Umströmung der Brücke unter einem anderen Winkel ist aus Gründen der Rechenkosten abgesehen wor-

den. Rand- und Anfangsbedingungen sowie sonstige Parameter wurden nicht verändert. Die folgende

Untersuchung umfasst die Analyse der Strömung um den Modellquerschnitt unter dem Anstellwinkel

von -10◦, 7,5◦, -5◦, -2,5◦, 0◦, 2,5◦, 5◦, 7,5◦ und 10◦. Abb. 13.8 zeigt das Gitternetz der Strömung um die

um 10◦ geneigte Brücke.

(a) (b)

Abbildung 13.8: Netz der Strömung um die geneigte Brücke a) Übersicht
b) Detailsansicht im Bereich der Brücke.

13.3.1 Simulationsergebnisse

In Abb. 13.9 ist der direkte Vergleich der Geschwindigkeitsprofile der Strömungen um die -10◦ bzw.

-5◦ geneigte Brücke dargestellt. Beide Simulationen zeigen die bereits durch andere Modellierungen be-
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Tacoma-Narrows-Brigde

(a)

(b)

Abbildung 13.9: Ausschnitt des Geschwindigkeitsprofils der Strömung im Bereich des geneigten Brücken-
querschnitts. a) Neigung um 10◦ b) Neigung um 5◦.
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13 Umströmung der Tacoma-Narrows-Brigde

kannten und daher zu erwartenden Phänomene. Im Schutze des linken I-Profils der Brücke bildet sich

eine beinahe bewegungslose Schicht oberhalb und unterhalb der Fahrbahn. Durch die Scherung schneller

Stromlinien an der sich kaum bewegenden Schicht kommt es zu turbulenten Strukturen. Am Heck des

Querschnitts lösen sich turbulente Wirbel unterschiedlicher Größe und Form ab und bilden einen Nach-

lauf. Die Strukturen verbinden bzw. vermischen sich teilweise mit Nachbarstrukturen.

Durch die größere Neigung des Querschnitts (s. Abb. 13.9 a)) bildet sich ein umfangreicherer Bereich
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Abbildung 13.10: Kraftgrößenkoeffizienten der Strömungen um die geneigte Tacoma-Narrows-Brigde a)
Neigung um 10◦ b) Neigung um 5◦.

oberhalb der Brücke, der von den Stromlinien abgeschirmt wird. Die Stromlinien bewegen sich dort

dementsprechend in weiterer Entfernung zum Querschnitt an ihm vorbei und werden in diesem Bereich

enger zusammengestaucht. Folglich ist hier auch die Geschwindigkeit größer. Im Heckbereich des Quer-

schnitts lösen sich größere Wirbel ab, die sich nicht nur ausschließlich in x-Richtung bewegen, sondern

sich auch nach oben bzw. unten vom Heck des Querschnitts entfernen.

13.4 Vergleich von Windkanalversuch und numerischer Modellierung

Die resultierenden Kraftkoeffizienten der virtuellen bzw. realen Strömungen um den Modellquerschnitt

der Tacoma-Narrows-Brigde sind in Abb. 13.11 zu sehen. Man betrachte zunächst den Vergleich der Wi-

derstandskoeffizienten (Abb. 13.11 a)). Die Asymmetrie des Querschnitts zeigt sich in den Ergebnissen

des Experiments deutlich. Der Widerstandsbeiwert bei 10◦ Neigung ist beispielsweise deutlich kleiner als

der Beiwert bei Neigung des Querschnitt um den selben Winkel in die andere Richtung. Die Simulati-

onsergebnisse zeigen diese Asymmetrie nicht. Während die Modellierung die Strömung im Windkanal

hinsichtlich des Widerstandsbeiwertes bei Drehung des Querschnitts gegen den Uhrzeigersinn offenbar

gut reproduziert, zeigen sich bei Drehung mit dem Uhrzeigersinn wesentliche Abweichungen der Beiwerte

(bis zu 22 % des Wertes aus dem Versuch). Grund für die Abweichung könnte die Vernachlässigung der

Querschotte und des Horizontalverbands unterhalb der Brücke bei der Generierung des virtuellen Modells
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sein.

Bei Betrachtung der Auftriebskoeffizienten (s. Abb. 13.11 b)) fällt auf, dass der Verlauf der Werte aus
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Abbildung 13.11: Vergleich der Kraftkoeffizienten der Tacoma-Narrows-Brigde.

der Simulation den Ergebnissen der Rechteckumströmung ähnelt. Bereits bei einer Neigung von 5 ◦ bis -5
◦ liegt der Auftriebskoeffizient bei ca. -0,4 bzw. ca. 0,4. Bei weiterer Neigung bleibt der Beiwert konstant

bzw. steigt zunächst und fällt dann wieder zwischen ±7,5◦ und ±10◦. Die im Windkanal ermittelten

Auftriebskoeffizienten steigen dagegen im Bereich zwischen ±5◦ und ±10◦ kontinuierlich (approx. line-

ar) an. Das müsste bedeuten, dass der virtuelle Querschnitt im Gegensatz zum Windkanalmodell sich

eher wie ein voll ausgefülltes Rechteck verhält. Die experimentell bestimmten Beiwerte werden damit in

diesem Bereich ausnahmslos durch die Modellierung überschätzt. Die Vernachlässigung der Querschotte

und des Horizontalverbands kann nicht der Grund für dieses Verhalten sein, da die Berücksichtigung

dieser diesem Verhalten anschaulich betrachtet noch beitragen müsste. Für das abweichende Verhalten

sind viele Gründe möglich. Wahrscheinlich ist, dass das LES-Modell Strömungsbewegungen der Bereiche
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unmittelbar ober- und unterhalb der Fahrbahn und des Fußgängerwegs nicht in ausreichendem Maße

abbildet. Die Abweichungen der Auftriebskoeffizienten betragen teilweise über 100 %.

Vergleicht man die normierten Momentenbeanspruchungen, stellt man fest, dass die experimentellen Da-

ten in Bezug auf die Qualität gut durch die simulierten Beiwerte reproduziert werden. Es fällt weiterhin

auf, dass die quantitativen Abweichungen zwischen den Beiwerten gegenüber denen der Rechteckums-

trömung wesentlich geringer ausfallen. Die Momentenbeanspruchungen werden dabei durch die Model-

lierung überwiegend unterschätzt (Abweichungen bis zu 36 %).

Insgesamt sind die Simulationsergebnisse als unbefriedigend einzustufen, da diese nicht nur quantitative,

sondern insbesondere auch hinsichtlich des Widerstands- und Auftriebskoeffizienten qualitative Differen-

zen zeigen.
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14 Fazit und Ausblick

14.1 Fazit

Die Untersuchung der Aerodynamik eines Brückenquerschnitts ist nur der erste Schritt bei der Bemes-

sung einer Brücke. Die Aerodynamik gibt lediglich Auskunft über die Beanspruchungen, die ein starrer

und unbeweglicher Körper in einer Strömung erfährt. Die Aeroelastik des Körpers, d.h., die Analyse der

resultierenden Verformung, Verdrehung oder Verschiebung des Körpers, ist darin nicht enthalten. Doch

schon die numerische Analyse der Aerodynamik von Brücken oder brückenähnlichen Körpern durch

OpenFOAM scheitert aufgrund der mangelnden Qualität der numerisch erzeugten Ergebnisse der LES-

Modellierung. Während die Strömung um ein Rechteck hinsichtlich der resultierenden Kraftkoeffizienten

qualitativ in ausreichender Form durch eine numerische Modellierung reproduziert werden konnte, zeigte

ein Vergleich zwischen resultierenden Beiwerten der Tacoma-Narrows-Bridge erhebliche Unterschiede der

LES-Modellierung auf. Unter bestimmten Anstellwinkeln der Brücke verhält sich die virtuelle Strömung

eher, als würde sie ein Rechteck statt einen sehr viel filigraneren Brückenquerschnitt umströmen. Im

Hinblick auf den Widerstandskoeffizienten unterscheiden sich die modellierten Strömungen um den ge-

neigten Querschnitt nicht, würde man den Querschnitt um den selben Winkel in die andere Richtung

verdrehen. Dies steht im Widerspruch zu den Ergebnissen aus dem Windkanal. Bei der quantitativen

Betrachtung der Vergleiche zeigen sich teilweise erhebliche Unterschiede zwischen den Beiwerten sowohl

bei der Rechteckumströmung als auch bei der Umströmung der Tacoma-Narrows-Brigde.

Die RANS-Modellierung scheitert jeweils bereits bei der Reproduktion des Widerstandskoeffizienten der

nicht gedrehten Körper.

Die Modellierung von turbulenten Strömungen ist nicht nur für die in dieser Arbeit dargestellten Szena-

rien problematisch. Auch die numerischen Ergebnisse der Kreiszylinderumströmung bei hohen Reynolds-

zahlen aus der Literatur weichen teilweise von experimentellen Daten ab und unterscheiden sich sogar

untereinander immens (vgl. [38] - [45]). Im Rahmen der Vorbereitung der in dieser Arbeit dargestellten

Ergebnisse ist versucht worden den Widerstandskoeffizienten einer Kreiszylinderumströmung bei einer

Reynoldszahl von 106 durch eine entsprechende LES-Modellierung zu reproduzieren. Dieser Versuch ist

gescheitert. Die Widerstandsbeiwerte unterschieden sich dabei sogar um eine Größenordnung (0,3 zu 1,3).

Abgesehen von der mangelnden Qualität der Simulationsergebnisse bergen numerische Strömungssimu-

lationen weitere Probleme, die die Benutzung der CFD-Simulation in der Praxis erschwert oder teilweise

unmöglich macht.

Als erstes Problem ist der immense Rechenaufwand zu nennen. Für diese Arbeit wurden 135188,68 Prozes-

sorstunden verbraucht. Für bestimmte einzelne LES-Simulationen rechneten 96 Prozessoren gleichzeitig

über 60 Stunden lang. Ohne Zugriff auf das Rechensystem JUROPA wären diese Simulationen prak-

tisch nicht umsetzbar gewesen. Ingenieurbüros haben in der Regel keine Möglichkeit Superrechner zu
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nutzen. Ihnen bleiben nur die weniger aufwendigen RANS-Simulationen, die zwar auf Workstations (ca.

16 Prozessoren) ausführbar sind, deren Resultate aber wie gezeigt unbefriedigend sind. Die Umsetzung

einiger, sehr weniger LES-Simulationen wären auf Workstations denkbar. Selbst zwei Simulationen eines

Szenarios mit unterschiedlichem Diskretisierungsgrad sind jedoch wenig aussagekräftig. Erst eine Gitter-

studie macht die Resultate belastbar. Zusätzlich sind Testläufe zu erstellen, die zeigen, ob gewünschte

Randbedingungen oder weitere Parameter von der eingesetzten Software korrekt umgesetzt werden; ggf.

auch, ob die Geometrie des Strömungsfelds sinnvoll gewählt wurde.

Die Anzahl der diskreten Stellen bestimmter fein diskretisierter Netze ist teilweise so hoch, dass die Er-

stellung dieser Netze die Benutzung eines entsprechend großen Arbeitsspeicher fordern. Gitternetze hoch

aufgelöster Modellierungen der Strömung um das Modell der Tacoma-Narrows-Brigde waren zum Teil

nicht mehr auf dem Laptop des Autors (6 GB RAM) zu generieren. Hier half ggf. der Supercomputer. Dies

lässt erahnen, welche Datenmengen vom Arbeitsplatzrechner auf den Superrechner übertragen werden

müssen. Die Datengröße der Dateien, in denen Netz, Randbedingungen und sonstige Rahmenbedingun-

gen deklariert sind, bewegen sich teilweise im Bereich von über 500 MB. Mit der Uploadgeschwindigkeit

eines herkömmlichen Internetanschlusses ist das ein Problem. Unter Verwendung eines Glasfasernetzes

einer Universität ist die Datenübertragung jedoch kein Hinderniss.

Das dritte Problem der numerischen Strömungsmechanik ist der Einfluss des Gitters auf Strömungen und

daraus resultierende Ergebnisse. Nicht nur der Diskretisierungsgrad, sondern auch die Frage, welche Be-

reiche fein diskretisiert werden sollten, spielt hierbei eine Rolle. Da die numerische Lösung einer Strömung

erst dann garantiert konvergiert, wenn die Gitterzellen bereits kleiner sind als die Kolmogorov-Länge, ist

nicht bekannt, wie sich aus der Strömung resultierende Größen bei Verwendung von größeren Gitterzellen

verhalten. Der Einsatz einer Gitterstudie gibt immerhin Auskunft über das Verhalten der Strömung in

einem bestimmten Bereich von Diskretisierungsgraden.

Die Durchführung von numerischen Strömungssimulationen ist keineswegs trivial und verlangt Kompe-

tenz in Mathematik und Physik. Die ausschließliche Anwendung von Software, die Strömungssimulationen

erstellt, ist ohne ausreichendes Hintergrundwissen nicht empfehlenswert und in vielen Fällen gar nicht

möglich. Unter anderem sind ein Grundwissen über turbulente Strömungen bzw. über Möglichkeiten diese

zu modellieren sowie Kenntnisse über die CFL-Bedingung, die Reynoldszahl, Rand- und Anfangsbedin-

gungen mindestens notwendig. Bevor das eigentliche Strömungsproblem angegangen werden kann, sind

in jedem Fall Benchmarks zu erstellen, die zeigen, dass der Benutzer einer Software Rand- und Anfangs-

bedingungen und ggf. weitere Parameter korrekt übergeben hat. Weiterhin zeigt der Benchmark, ob ein

virtuell generiertes Szenario der zu simulierenden realen Strömung in ausreichendem Maße entspricht. Bei

erstmaligem Kontakt mit numerischer Strömungsmechanik ist die Bearbeitung eines Strömungsproblems

innerhalb eines Monats kaum möglich.

14.2 Ausblick

Trotz der großen Anzahl an schwerwiegender Probleme ist die Möglichkeit, Kraftgrößenbeiwerte durch

numerische Simulationen zu bestimmen, nicht abzuschreiben. Es existieren viele weitere RANS- und

LES-Modelle, die in dieser Arbeit nicht untersucht wurden, die bei entsprechend höherem Aufwand ggf.

bessere Ergebnisse erzielt haben könnten. Weiterhin werden kontinuierlich neue Modelle entwickelt oder
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bestehende Modelle verbessert. Durch die stetige Verbesserung der Rechenleistung wird es mit großer

Wahrscheinlichkeit in näherer Zukunft nicht mehr notwendig sein, Vereinfachungen wie beispielsweise die

Vernachlässigung von Querschotten und Horizontalverbänden der Tacoma-Narrows-Brigde zu treffen.

Insbesondere die Möglichkeit, DNS-Simulationen durchführen zu können, verspricht Verbesserung der

Ergebnisse. In der Literatur stimmen Resultate einer DNS-Modellierung sehr gut mit experimentell be-

stimmten Daten überein [40], [45]. In bestimmten Fällen hat sich die DNS-Simulation sogar als genauer

herausgestellt, da sie u. a. nicht von Ungenauigkeiten von Messinstrumenten abhängig ist. Zusätzlich

gibt sie Aufschluss über Strömungen, die in vielen Fällen experimentell nur in einem beschränkten Rah-

men bzw. gar nicht untersucht werden können. Dies gilt selbstverständlich auch für RANS- und LES-

Modellierungen, wobei die Ergebnisse dieser, wie sich in dieser Arbeit gezeigt hat, in Frage gestellt werden

müssen. Auch um die Phänomene der Turbulenz zu untersuchen, hat die DNS-Modellierung sich als hilf-

reich erwiesen.

Auf dem heutigen Stand ist eine DNS-Simulation einer Strömung auf einen Körper bei einer hohen

Reynoldszahl aufgrund des Rechen- und Speicheraufwands noch bei Weitem nicht realisierbar. Doch

DNS-Modellierungen könnten schon in näherer Zukunft ein zuverlässiges Werkzeug für die Lösung eines

großen Teils der Strömungsprobleme sein.
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Anhang A

Kraftkoeffizienten der numerischen Modellierung

A.1 Umströmung eines Rechtecks mit dem Verhältnis von Breite zu Höhe

von 8:1
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Abbildung A.1: Kraftkoeffizienten des geneigten Rechtecks. a) Neigung um -10◦

b) Neigung um -5◦.
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Abbildung A.2: Kraftkoeffizienten des geneigten Rechtecks. a) Neigung um -2,5◦

b) Neigung um 0◦.
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Abbildung A.3: Kraftkoeffizienten des geneigten Rechtecks. a) Neigung um 2,5◦

b) Neigung um 5◦.
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Abbildung A.4: Kraftkoeffizienten des geneigten Rechtecks. Neigung um 10◦.
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Abbildung A.5: Kraftkoeffizienten des geneigten Brückenquerschnitts. a) Neigung um -10◦

b) Neigung um -7,5◦.
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Abbildung A.6: Kraftkoeffizienten des geneigten Brückenquerschnitts. a) Neigung um -5◦

b) Neigung um -2,5◦.

0 50 100 150 200 250 300
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6

c d
 [-

]

0 50 100 150 200 250 300
2
1
0
1
2

c l
 [-

]

0 50 100 150 200 250 300
t [s]

0.4
0.2
0.0
0.2
0.4

c m
 [-

]

(a)

0 50 100 150 200 250 300
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6

c d
 [-

]

0 50 100 150 200 250 300
2
1
0
1
2

c l
 [-

]

0 50 100 150 200 250 300
t [s]

0.4
0.2
0.0
0.2
0.4

c m
 [-

]

(b)

Abbildung A.7: Kraftkoeffizienten des geneigten Brückenquerschnitts. a) Neigung um 0◦

b) Neigung um 2,5◦.
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Abbildung A.8: Kraftkoeffizienten des geneigten Brückenquerschnitts. a) Neigung um 5◦

b) Neigung um 7,5◦.
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Abbildung A.9: Kraftkoeffizienten des geneigten Brückenquerschnitts. Neigung um 10◦.
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Anhang B

OpenFOAM-Inputdateien

B.1 Benchmark - Laminare Umströmung eines Kreiszylinders

Listing B.1: controlDict

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|
| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s d i c t i o n a r y ;

l o c a t i o n ” system ” ;

ob j e c t c o n t r o l D i c t ;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

a p p l i c a t i o n icoFoam ;

startFrom lates tTime ;

startTime 0 ;
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stopAt endTime ;

endTime 100 ;

deltaT 0 . 0 2 5 ;

wr i t eContro l t imeStep ;

w r i t e I n t e r v a l 100 ;

purgeWrite 0 ;

writeFormat a s c i i ;

w r i t e P r e c i s i o n 6 ;

writeCompress ion o f f ;

timeFormat gene ra l ;

t imePrec i s i on 6 ;

runTimeModif iable t rue ;

f u n c t i o n s

{

#inc lude ” f o r c e C o e f f s ”

}

// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //
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Listing B.2: fvSchemes

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|
| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s d i c t i o n a r y ;

l o c a t i o n ” system ” ;

ob j e c t fvSchemes ;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

ddtSchemes

{
d e f a u l t Euler ;

}

gradSchemes

{
d e f a u l t Gauss l i n e a r ;

grad (p) Gauss l i n e a r ;

}

divSchemes

{
d e f a u l t none ;

div ( phi ,U) Gauss l i n e a r ;

}

l ap lac ianSchemes
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{
d e f a u l t Gauss l i n e a r orthogona l ;

}

i n t e rpo la t i onSchemes

{
d e f a u l t l i n e a r ;

}

snGradSchemes

{
d e f a u l t orthogona l ;

}

f luxRequ i red

{
d e f a u l t no ;

p ;

}

// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //

Listing B.3: fvSolution

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|
| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s d i c t i o n a r y ;
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l o c a t i o n ” system ” ;

ob j e c t f v S o l u t i o n ;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

s o l v e r s

{
p

{
s o l v e r PCG;

p r e c o n d i t i o n e r DIC ;

t o l e r a n c e 1e−06;

r e l T o l 0 ;

}

U

{
s o l v e r smoothSolver ;

smoother symGaussSeidel ;

t o l e r a n c e 1e−05;

r e l T o l 0 ;

}
}

PISO

{
nCorrector s 2 ;

nNonOrthogonalCorrectors 0 ;

pRefCel l 0 ;

pRefValue 0 ;

}

// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //

Listing B.4: boundary

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|
| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
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| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s polyBoundaryMesh ;

l o c a t i o n ” constant /polyMesh ” ;

ob j e c t boundary ;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

5

(

FrontBack

{
type empty ;

physicalType empty ;

nFaces 29040 ;

s ta r tFace 28742 ;

}
UpDown

{
type wal l ;

physicalType wal l ;

nFaces 292 ;

s ta r tFace 57782 ;

}
I n l e t

{
type patch ;

physicalType patch ;

nFaces 66 ;

s ta r tFace 58074 ;

}
Cyl inder
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{
type wal l ;

physicalType wal l ;

nFaces 142 ;

s ta r tFace 58140 ;

}
Outlet

{
type patch ;

physicalType patch ;

nFaces 96 ;

s ta r tFace 58282 ;

}
)

// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //

Listing B.5: transportProperties

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|
| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s d i c t i o n a r y ;

l o c a t i o n ” constant ” ;

ob j e c t t r a n s p o r t P r o p e r t i e s ;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

nu nu [ 0 2 −1 0 0 0 0 ] 1e−04;
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// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //

Listing B.6: fvSchemes

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|
| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s vo lVec to rF i e ld ;

ob j e c t U;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

dimensions [ 0 1 −1 0 0 0 0 ] ;

i n t e r n a l F i e l d uniform ( 0 . 1 0 0 ) ;

boundaryField

{
FrontBack

{
type empty ;

}
Cyl inder

{
type f ixedValue ;

va lue uniform (0 0 0 ) ;
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}
UpDown

{
type s l i p ;

}
I n l e t

{
type f ixedValue ;

va lue uniform ( 0 . 1 0 0 ) ;

}
Outlet

{
type zeroGradient ;

}
}

// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //

Listing B.7: fvSolution

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|
| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s v o l S c a l a r F i e l d ;

ob j e c t p ;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //
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dimensions [ 0 2 −2 0 0 0 0 ] ;

i n t e r n a l F i e l d uniform 0 ;

boundaryField

{
FrontBack

{
type empty ;

}
Cyl inder

{
type zeroGradient ;

}
UpDown

{
type zeroGradient ;

}
I n l e t

{
type zeroGradient ;

}
Outlet

{
type f ixedValue ;

va lue uniform 0 ;

}
}
// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //

B.2 Umströmung des Rechtecks und der Tacoma-Narrows-Brigde

Listing B.8: controlDict

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|

132
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| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s d i c t i o n a r y ;

l o c a t i o n ” system ” ;

ob j e c t c o n t r o l D i c t ;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

a p p l i c a t i o n pisoFoam ;

startFrom startTime ;

startTime 0 ;

stopAt endTime ;

endTime 100 ;

deltaT 0 . 0 0 5 ;

wr i t eContro l t imeStep ;

w r i t e I n t e r v a l 500 ;

purgeWrite 0 ;

writeFormat a s c i i ;

w r i t e P r e c i s i o n 6 ;
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writeCompress ion o f f ;

timeFormat gene ra l ;

t imePrec i s i on 6 ;

runTimeModif iable t rue ;

f u n c t i o n s

(

f o r c e C o e f f s

{
type f o r c e C o e f f s ;

func t i onObjec tL ibs (” l i b f o r c e s . so ” ) ;

patches ( Cyl inder ) ;

pName p ;

UName U;

rhoName rho In f ;

rho In f 1 . 2 0 4 1 ;

CofR (0 0 0 ) ;

l i f t D i r (0 1 0 ) ;

dragDir (1 0 0 ) ;

p i tchAxi s (0 0 1 ) ;

magUInf 0 . 125 ; // Free stream v e l o c i t y

lRe f 2 ; // Diameter o f c y l i n d e r ?

Aref 0 . 4 ; // Aref

outputControl t imeStep ;

ou tput In t e rva l 1 ;

}
) ;

// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //

Listing B.9: fvSchemes

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|
| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
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| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s d i c t i o n a r y ;

l o c a t i o n ” system ” ;

ob j e c t fvSchemes ;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

ddtSchemes

{
d e f a u l t backward ;

}

gradSchemes

{
d e f a u l t Gauss l i n e a r ;

}

divSchemes

{
d e f a u l t none ;

div ( phi ,U) Gauss l i n e a r ;

d iv ( phi , k ) Gauss l i m i t e d L i n e a r 1 ;

div ( phi ,B) Gauss l i m i t e d L i n e a r 1 ;

div ( phi , nuTilda ) Gauss l i m i t e d L i n e a r 1 ;

div (B) Gauss l i n e a r ;

d iv ( ( nuEff∗dev (T( grad (U) ) ) ) ) Gauss l i n e a r ;

}

l ap lac ianSchemes

{
d e f a u l t Gauss l i n e a r c o r r e c t e d ;
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}

i n t e rpo la t i onSchemes

{
d e f a u l t l i n e a r ;

}

snGradSchemes

{
d e f a u l t c o r r e c t e d ;

}

f luxRequ i red

{
d e f a u l t no ;

p ;

}

// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //

Listing B.10: fvSolution

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|
| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s d i c t i o n a r y ;

l o c a t i o n ” system ” ;

ob j e c t f v S o l u t i o n ;
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}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

s o l v e r s

{
p

{
s o l v e r GAMG;

t o l e r a n c e 1e−06;

r e l T o l 0 . 1 ;

smoother GaussSe ide l ;

nPreSweeps 0 ;

nPostSweeps 2 ;

cacheAgglomeration on ;

agglomerator faceAreaPai r ;

nCe l l s InCoar s e s tLeve l 10 ;

mergeLevels 1 ;

}

pFinal

{
$p ;

smoother DICGaussSeidel ;

t o l e r a n c e 1e−06;

r e l T o l 0 ;

}

”(U | k |B | nuTilda )”

{
s o l v e r smoothSolver ;

smoother GaussSe ide l ;

t o l e r a n c e 1e−05;

r e l T o l 0 ;

}
}

PISO

{
nCorrector s 2 ;

nNonOrthogonalCorrectors 0 ;

}
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// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //
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Listing B.11: boundary (LES)

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|
| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s polyBoundaryMesh ;

l o c a t i o n ” constant /polyMesh ” ;

ob j e c t boundary ;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

5

(

FrontBack

{
type patch ;

physicalType patch ;

nFaces 90696 ;

s ta r tFace 3204420;

}
UpDown

{
type patch ;

physicalType patch ;

nFaces 14496 ;

s ta r tFace 3295116;

}
Outlet

{
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type patch ;

physicalType patch ;

nFaces 3888 ;

s ta r tFace 3309612;

}
I n l e t

{
type patch ;

physicalType patch ;

nFaces 3888 ;

s ta r tFace 3313500;

}
Cyl inder

{
type patch ;

physicalType patch ;

nFaces 8304 ;

s ta r tFace 3317388;

}
)

// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //

Listing B.12: boundary (RANS)

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|
| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s polyBoundaryMesh ;
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B.2 Umströmung des Rechtecks und der Tacoma-Narrows-Brigde

l o c a t i o n ” constant /polyMesh ” ;

ob j e c t boundary ;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

5

(

FrontBack

{
type empty ;

physicalType empty ;

nFaces 66500 ;

s ta r tFace 66030 ;

}
I n l e t

{
type patch ;

physicalType patch ;

nFaces 151 ;

s ta r tFace 132530;

}
UpDown

{
type wal l ;

physicalType wal l ;

nFaces 454 ;

s ta r tFace 132681;

}
Cyl inder

{
type wal l ;

physicalType wal l ;

nFaces 184 ;

s ta r tFace 133135;

}
Outlet

{
type patch ;

physicalType patch ;

nFaces 151 ;

s ta r tFace 133319;

141



Anhang B OpenFOAM-Inputdateien

}
)

// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //

Listing B.13: transportProperties

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|
| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s d i c t i o n a r y ;

l o c a t i o n ” constant ” ;

ob j e c t t r a n s p o r t P r o p e r t i e s ;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

transportModel Newtonian ;

nu nu [ 0 2 −1 0 0 0 0 ] 1e−06;

// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //

Listing B.14: U

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|
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| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s vo lVec to rF i e ld ;

ob j e c t U;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

dimensions [ 0 1 −1 0 0 0 0 ] ;

i n t e r n a l F i e l d uniform (0 . 125 0 0 ) ;

boundaryField

{
FrontBack

{
type s l i p ;

}
UpDown

{
type s l i p ;

}
Cyl inder

{
type f ixedValue ;

va lue uniform (0 0 0 ) ;

}
I n l e t

{
type t u r b u l e n t I n l e t ;

r e f e r e n c e F i e l d uniform (0 .125 0 0 ) ;
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f l u c t u a t i o n S c a l e (0 . 005 0 .005 0 . 0 ) ;

va lue uniform (0 . 125 0 0 ) ;

}
Outlet

{
type i n l e t O u t l e t ;

i n l e tV a l u e uniform (0 0 0 ) ;

va lue uniform (0 0 0 ) ;

}
}

// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //

Listing B.15: p

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|
| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s v o l S c a l a r F i e l d ;

ob j e c t p ;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

dimensions [ 0 2 −2 0 0 0 0 ] ;

i n t e r n a l F i e l d uniform 0 ;

boundaryField

{
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FrontBack

{
type zeroGradient ;

}
UpDown

{
type zeroGradient ;

}
Cyl inder

{
type zeroGradient ;

}
I n l e t

{
type zeroGradient ;

}
Outlet

{
type f ixedValue ;

va lue uniform 0 ;

}
}
// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //

Listing B.16: nuSgs (LES)

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|
| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;
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c l a s s v o l S c a l a r F i e l d ;

ob j e c t nuSgs ;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

dimensions [ 0 2 −1 0 0 0 0 ] ;

i n t e r n a l F i e l d uniform 0 ;

boundaryField

{
I n l e t

{
type zeroGradient ;

}

Outlet

{
type zeroGradient ;

}

UpDown

{
type zeroGradient ;

}

Cyl inder

{
type zeroGradient ;

}

FrontBack

{
type zeroGradient ;

}
}

// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //

Listing B.17: R (RANS)

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
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| ========= |
|
| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 1 . 1

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s volSymmTensorField ;

ob j e c t R;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

dimensions [ 0 2 −2 0 0 0 0 ] ;

i n t e r n a l F i e l d uniform ( 3 . 6 e−05 0 0 1 .8 e−05 0 1 .8 e−05);

boundaryField

{
I n l e t

{
type f ixedValue ;

va lue uniform ( 3 . 6 e−05 0 0 1 .8 e−05 0 1 .8 e−05);

}

Outlet

{
type zeroGradient ;

}

FrontBack

{
type kqRWallFunction ;

va lue uniform ( 0 0 0 0 0 0 ) ;
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}

UpDown

{
type kqRWallFunction ;

va lue uniform ( 0 0 0 0 0 0 ) ;

}
Cyl inder

{
type kqRWallFunction ;

va lue uniform ( 0 0 0 0 0 0 ) ;

}

}

// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //

Listing B.18: RASProperties

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|
| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s d i c t i o n a r y ;

l o c a t i o n ” constant ” ;

ob j e c t RASProperties ;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

RASModel LRR;
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turbu lence on ;

p r i n t C o e f f s on ;

// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //

Listing B.19: LESProperties

/∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗− C++ −∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗\
| ========= |
|
| \\ / F i e l d | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

|
| \\ / O pera t i on | Vers ion : 2 . 3 . 0

|
| \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM. org

|
| \\/ M an ipu l a t i on |
|
\∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗/
FoamFile

{
v e r s i on 2 . 0 ;

format a s c i i ;

c l a s s d i c t i o n a r y ;

l o c a t i o n ” constant ” ;

ob j e c t LESPropert ies ;

}
// ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ //

LESModel Smagorinsky ;

d e l t a cubeRootVol ;

p r i n t C o e f f s on ;

cubeRootVolCoeffs

{
d e l t a C o e f f 1 ;

}

149



Anhang B OpenFOAM-Inputdateien

Prandt lCoe f f s

{
d e l t a cubeRootVol ;

cubeRootVolCoeffs

{
d e l t a C o e f f 1 ;

}

smoothCoeffs

{
d e l t a cubeRootVol ;

cubeRootVolCoeffs

{
d e l t a C o e f f 1 ;

}

maxDeltaRatio 1 . 1 ;

}

Cdelta 0 . 1 5 8 ;

}

vanDr i e s tCoe f f s

{
d e l t a cubeRootVol ;

cubeRootVolCoeffs

{
d e l t a C o e f f 1 ;

}

smoothCoeffs

{
d e l t a cubeRootVol ;

cubeRootVolCoeffs

{
d e l t a C o e f f 1 ;

}

maxDeltaRatio 1 . 1 ;

}
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Aplus 26 ;

Cdelta 0 . 1 5 8 ;

}

smoothCoeffs

{
d e l t a cubeRootVol ;

cubeRootVolCoeffs

{
d e l t a C o e f f 1 ;

}

maxDeltaRatio 1 . 1 ;

}

// ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ //
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Anhang C

Das im Windkanal eingesetzte Modell der

Tacoma-Narrows-Bridge

Abbildung C.1: Das im Windkanal eingesetzte Modell der Tacoma-Narrows-Bridge. Angaben in [mm].
Quelle: [31].
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